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Введение 
 

Задачи о движении заостренных и затуплен-
ных твердых осесимметричных тел в потоке 
среды изучались многими российскими и зару-
бежными авторами. Актуальность исследова-
ний обусловлена тем, что задачи удара и глубо-
кого проникания наряду с важным научным 
значением широко представлены в специальном 
машиностроении, нефтегазовой и горнодобы-
вающей промышленности при глубоком буре-
нии, зондировании космических и наземных 
объектов. При решении задач глубокого прони-
кания широкое распространение получили чис-
ленно-аналитические методы на основе модели 
локального взаимодействия для связи кинема-
тических и силовых факторов на поверхности 
контакта тела и среды. Распространение подоб-
ных приближенных методов объясняется тем, 
что такие характеристики движения тела, как 
глубина проникания, сила сопротивления и 
контактные напряжения могут быть связаны с 
его геометрией. На практике среди соотноше-
ний для напряжений, действующих на площад-
ке контакта, наиболее часто используется дву-
членная модель взаимодействия, содержащая 
динамическую составляющую, квадратичную 
по скорости, с постоянным слагаемым, характе-
ризующим прочность среды. Для сыпучих сред 
и геоматериалов, например, песчаных или гра-
велистых грунтов, прочностное слагаемое в за-
коне сопротивления мало, но присутствует ли-
нейный по скорости член, обусловленный нали-
чием внутреннего трения. В данной работе про-
водится анализ погрешности и оценка приме-
нимости модели локального взаимодействия на 

основе численных исследований процессов 
формирования сил сопротивления внедрению 
сферических и конических ударников в грунт с 
учетом внутреннего трения. 

 
Постановка задачи проникания  

ударника в грунт 
 

Численное исследование осесимметричной 
задачи проникания ударника в мягкие грунто-
вые среды проводится в рамках модели Григо-
ряна [1], которая записывается в цилиндриче-
ской системе координат rОz (Оz – ось симмет-
рии) в виде системы дифференциальных урав-
нений неразрывности, изменения количества 
движения и соотношений теории пластического 
течения:  
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где t – время, d  /dt  – полная производная по 
времени, 0  и   – начальная и текущая плот-
ности,   – вектор скорости среды,   – тензор 
напряжений Коши, s, e  – девиаторы тензора 
напряжений и скоростей деформаций соответ-
ственно, H – функция Хевисайда, р – давление, 

JD  – производная Яуманна, G – модуль сдвига; 
)(1 f , )(2 pf  – заданные функции, f1 характери-

зует объемную сжимаемость грунта, f2 – функ-
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циональная зависимость в условии текучести 
Мизеса–Шлейхера, λ>0 при выполнении усло-
вия пластичности.  

Жесткий цилиндрический ударник со сфе-
рическим и коническим оголовками проникает 
с постоянной скоростью V0 , направленной по 
нормали к свободной поверхности грунта. В 
начальный момент времени скорости и напря-
жения в грунте равны нулю. На границе контак-
та тело–грунт применялись условия непрони-
цаемости по нормали и проскальзывания без 
трения в касательном направлении [2]. Решение 
задачи осуществлялось с применением моди-
фицированного [3] численного метода Годунова 
первого порядка точности, реализованного в 
пакете прикладных программ «Динамика-2» [4] 
НИИМ Нижегородского госуниверситета. 

 
Решение задачи на основе модели  

локального взаимодействия 
 

Приближенное решение задачи осуществля-
ется на основе гипотезы локального взаимодей-
ствия. В соответствии с одной из ее реализаций 
давление в каждом элементе боковой поверхно-
сти ударника отождествляется с давлением в 
сферической полости, расширяющейся в без-
граничной среде от нулевого радиуса до радиу-
са ударника с постоянной массовой скоростью 
U. Система одномерных уравнений пластиче-
ского деформирования грунтовой среды следу-
ет из (1) и включает уравнения неразрывности и 
изменения количества движения в эйлеровых 
переменных: 
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      Сжимаемость грунта характеризуется удар-
ной адиабатой 

,UAc   
представленной линейной зависимостью скоро-
сти ударной волны с от массовой скорости U за 
ее фронтом.  

Сопротивление сдвигу описывается линей-
ной зависимостью предела текучести от давле-
ния 

,)1( 22
01  /Af     1 – 0 /, 

rrf  02 .  (2) 
Константа А в (2) характеризует скорость 

распространения волны сжатия в грунте при 
малых давлениях,  – предельную сжимаемость 

грунта, 0  и  определяют сцепление и внут-
реннее трение в рамках модели грунтовой сре-
ды Григоряна [1].  

Напряжения   на внутренней границе рас-
ширяющейся сферической полости в зависимо-
сти от коэффициента внутреннего трения опре-
деляются выражениями, полученными анало-
гично [5, 6] в предположении несжимаемости 
среды за фронтом ударной волны: 
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где ρ – плотность за фронтом ударной волны, 
распространяющейся со скоростью с. 

Решение (3) используется при определении 
коэффициентов модели локального взаимодей-
ствия (МЛВ), в которой напряжение имеет 
квадратичную зависимость от скорости внедре-
ния  

,2 UU   
где U – компонента вектора скорости, направ-
ленная по нормали к поверхности ударника. 
Для сферического тела имеем  cos0VU , угол 
φ отсчитывается от вершины головной части 
ударника в направлении свободной поверхно-
сти. Сила сопротивления внедрению сфериче-
ского ударника имеет вид 
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Для конического ударника с углом полурас-
твора γ имеем  sin0VU  и 

.
V
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2
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Величина силы сопротивления отнесена к 
произведению скоростного напора 2

00Vq   и 
площади миделева сечения основания ударника 

2
0 RS  . 

При аппроксимации напряжений, соответст-
вующих формуле (3) в диапазоне скоростей 200–
800  м/с, методом наименьших квадратов были 
получены [9] параметры модели ],51;1[ .  
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]21;2[  при значениях коэффициента внут-
реннего трения из допустимого диапазона 

]750;0[ . , определенного в [7]. Значение 
коэффициента  изменяется незначительно, а 
коэффициент β возрастает на порядок с ростом 
коэффициента внутреннего трения. 

 
 Анализ погрешности МЛВ относительно 

численных расчетов  
 

Реализация модели локального взаимодейст-
вия, оснащенная параметрами из решения зада-
чи о расширении сферической полости [6], ис-
пользовалась далее для определения макси-
мального и квазистационарного значений силы 
сопротивления внедрению сферического удар-
ника в диапазоне скоростей 300–600 м/с в срав-
нении с численными решениями в осесиммет-
ричной постановке. Расчеты проводились при 
следующих значениях параметров, соответст-
вующих сухой песчаной смеси естественного 
состава [8]: А= 460 м/с, = 2.3, 0= 1700 кг/м3.  

Проводилось исследование сходимости ре-
шений задачи о внедрении с постоянной скоро-
стью 300 м/с жесткого сферического ударника 
радиуса R=0.01 м, полученных на основе при-
меняемой численной методики. Использовалось 
условие пластичности kpYf 2 , Y= 0.01 
МПа, 1k . Коэффициенты внутреннего трения 
  в условии пластичности (2) и k связаны соот-
ношением )321( k//k  . Размеры квадрат-
ных ячеек разностных сеток составляли h=R/n 
при n=45, 90, 135 и 180. Было установлено, что 
погрешность решения линейно зависит от шага, 
что соответствует теоретическому порядку точ-
ности метода Годунова. В качестве базовой сет-
ки была выбрана разностная сетка с шагом 
h=R/90, при котором погрешность численного 
решения не превышает 5%. 

В расчетах определялись нормальные на-
пряжения и силы сопротивления внедрению 
сферических ударников в грунт. Результаты, 
полученные при коэффициенте внутреннего 

 
 

а) 
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в) г) 

Рис. 1. Нормальные напряжения и силы сопротивления для сферического ударника при k1,V0=300 м/с (а, б), 
600 м/с (в, г),  результаты расчетов, 5  МЛВ 
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трения k=1, представлены на рис. 1 в виде без-
размерных зависимостей от угла внедрения.  

Кривые 1–3 на рис. 1а, соответствующие 
распределениям напряжений вдоль поверхности 
сферического ударника, получены в моменты 
достижения силой максимальных значений 2 и 
его окрестности 1, 3 (отмечены точками на 
рис. 1б). После достижения максимума проис-
ходит отрыв потока, площадь смоченной по-
верхности далее не увеличивается, но сила со-
противления продолжает падать до установле-
ния некоторого значения, близкого к постоян-
ному (квазистационарному). Кривая 4 соответ-
ствует расчетным распределениям напряжения 
на этой стадии внедрения. Распределения нор-
мальных напряжений, показанные на рис. 1а 
кривой 5, получены в рамках МЛВ (4) и хорошо 
соответствуют численным результатам. Анало-
гично, на рис. 1в, г приведены данные расчетов 
для постоянной скорости внедрения 600 м/с. 
Наблюдается качественное и количественное 
подобие безразмерных контактных напряжений 
при слабой зависимости погрешности МЛВ от 
скорости внедрения.  

Далее представлены результаты расчетов 
внедрения сферы в грунт с постоянной скоро-
стью 300 м/с и 600 м/с при значениях коэффи-
циента внутреннего трения k= 0, 0.54, 1 и 1.5. 
На рис. 2а приведено отношение максимального 
значения силы сопротивления и силы на квази-
стационарной стадии внедрения в зависимости 
от коэффициента внутреннего трения.  

На рис. 2б показана погрешность определе-
ния максимального значения силы сопротивле-
ния внедрению относительно численных реше-
ний в осесимметричной постановке. Видно, что 
погрешность не превосходит 15%. Сравнение 
кривых на рис. 2а и б обнаруживает сходный 
характер поведения. Таким образом, отношение 
максимального значения силы сопротивления и 
силы на квазистационарной стадии внедрения 
можно использовать в качестве критерия при-
менимости МЛВ для определения силы сопро-
тивления внедрению сферического ударника. 

Для оценки погрешности МЛВ (5) с опреде-
ленными ранее параметрами проводилось срав-
нение с численными расчетами максимального 
и квазистационарного значений силы сопротив-

 
 

а) б) 
Рис. 2. Отношение максимального и квазистационарного значений силы сопротивления (а) и погрешность МЛВ 
(б) относительно численных расчетов внедрения сферического ударника в грунт 
 

  
а) б) 

Рис. 3. Безразмерные зависимости силы сопротивления внедрению со скоростью V0=A при k=1 (а) и =300 (б) 
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ления внедрению в грунт конических ударников 
с углами полураствора γ=300, 450 и 600.  

На рис. 3а показаны безразмерные зависимо-
сти сил от глубины внедрения, отнесенной к 
радиусу ударника. Сплошными линиями обо-
значены численные решения, штриховыми – 
результаты, полученные в модели локального 
взаимодействия. На рис. 3б представлены без-
размерные силы сопротивления внедрению ко-
нического ударника с углом полураствора          
γ=300 при указанных значениях коэффициента 
внутреннего трения. 

Наблюдается хорошее соответствие модели 
и численных решений при малых углах полу-
раствора и изменении коэффициента внутрен-
него трения в допустимом диапазоне.  

На рис. 4а приведено отношение максималь-
ного значения силы сопротивления и силы на 
квазистационарной стадии внедрения при про-
никании конических ударников с углами полу-
раствора γ=300, 450 и 600 для различных значе-
ний коэффициента внутреннего трения. Для тех 
же конических ударников на рис. 4б показана 
погрешность определения максимального зна-
чения силы сопротивления внедрению в рамках 
МЛВ (5) относительно результатов численных 
расчетов  

Как видно из рис. 4, кривые для отношения 
сил и погрешности максимального значения 
силы внедрения имеют сходный характер пове-
дения. Модель локального взаимодействия (5) 
дает удовлетворительные результаты в случае, 
когда данное отношение близко к единице. 

 
Волновой механизм формирования силы 

сопротивления внедрению 
 
Результаты, полученные при исследовании 

процессов удара и проникания сферических и 
конических ударников, находят объяснение в 
рамках волнового механизма формирования 

силы сопротивления внедрению затупленного 
тела вращения. Контактные напряжения в мо-
мент удара близки к напряжениям в плоской 
волне, которые оцениваются выражением 

  .UUA 0  Далее напряжения уменьшаются 
за счет волнового взаимодействия с полупро-
странством грунта в поперечном направлении. 
Интенсивность данного взаимодействия зависит 
от внутреннего трения и, как показано в работе, 
может быть связана с отношением максималь-
ного и квазистационарного значений силы со-
противления, определяемым экспериментально. 
С течением времени от момента удара в окрест-
ности головной части ударника за счет волново-
го воздействия в боковом направлении устанав-
ливается напряженное состояние, приближен-
ное к одномерному. Это объясняет невысокую 
погрешность применения одномерной МЛВ при 
отношении максимального и квазистационарно-
го значений силы сопротивления внедрению, 
близком к единице.  

 
Заключение 

 
В осесимметричной постановке проведены 

численные расчеты процесса удара и проника-
ния жесткого сферического ударника в песча-
ный грунт. Показано, что нормальные напряже-
ния на смоченной поверхности проникающей 
сферы изменяются от максимального значения, 
достигаемого в момент удара, до некоторого 
квазистационарного значения, которое устанав-
ливается после отрыва потока. Приведены ре-
шения одномерной задачи о расширении сфе-
рической полости из точки с постоянной скоро-
стью в грунтовой среде, сжимаемость которой 
описывается ударной адиабатой. Показано, что 
ошибка применимости модели определяется 
отношением максимального и квазистационар-
ного значений сил сопротивления внедрению 

  
а) б) 

Рис. 4. Отношение максимального и квазистационарного значений силы сопротивления (а) и погрешность 
МЛВ (б) при внедрении конических ударников в грунт 
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(что можно считать критерием применимости 
МЛВ) и является удовлетворительной в случае 
близости указанного отношения к единице. 
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NUMERICAL SIMULATION OF THE WAVE FORMATION MECHANISM OF THE FORCE  
OF RESISTANCE TO PENETRATION OF BODIES OF REVOLUTION INTO SOIL MEDIUM 

 
E.Yu. Linnik  

 
A comparative study has been carried out of the processes of impact and penetration into soil medium of axisymmetric 

spherical and conical projectiles on the basis of the Godunov numerical method and the local interaction model. The model 
applicability error has been shown to be determined by the ratio of maximum and quasi-stationary values of penetration-
resistance forces. 
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soil medium, coefficient of internal friction. 


