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Введение 
 

Исследование сложного поведения сосредо-

точенных и распределенных систем различной 

природы представляет собой актуальную задачу 

современных исследований в области радиофи-

зики и электроники. Одним из центральных 

моментов при этом является изучение неавто-

номной динамики нелинейных систем, способ-

ных демонстрировать сложное поведение, и, 

прежде всего, проблем, связанных с исследова-

нием синхронизации. Хаотическая синхрониза-

ция нелинейных динамических систем является 

универсальным явлением, имеющим большое 

фундаментальное и практическое значение [1–

3]. Синхронизация может наблюдаться не толь-

ко в радиофизических и физических, но и в фи-

зиологических, биологических, химических, 

социальных и других системах. В настоящее 

время выделяют достаточно большое число 

различных типов синхронного поведения хао-

тических осцилляторов. Одним из наиболее ин-

тересных из них является режим обобщенной 

хаотической синхронизации [4]. Этот режим 

традиционно вводится в рассмотрение для си-

стемы двух однонаправлено связанных хаоти-

ческих осцилляторов или дискретных отобра-

жений, ведущего x и ведомого u, и означает, что 

после завершения переходного процесса между 

состояниями этих систем устанавливается уни-

кальное функциональное соотношение [ ]F  та-

кое, что 

 = [ ].u F x  (1) 

В последнее время появились попытки 

обобщения режима обобщенной синхронизации 

на системы с взаимным типом связи [5]. Из-

вестные работы, посвященные этой проблеме, 

направлены лишь на установление факта суще-

ствования этого режима, в то время как само 

понятие обобщенной синхронизации для таких 

систем, как правило, не вводится в рассмотре-

ние. Диагностика обобщенной синхронизации в 

этих работах проводится обычно при помощи 

модификации метода вспомогательной системы 

[6], являющегося эффективным средством ана-

лиза обобщенной синхронизации в системах с 

однонаправленной связью. Однако, как было 

показано в работе [7], этот метод для систем с 

взаимным типом связи приводит к некоррект-

ным результатам.  

В настоящей работе проводится исследова-

ние обобщенной синхронизации в системе двух 

взаимно связанных дискретных отображений. 

Далее будет показано, что диагностирование 

обобщенной синхронизации в таких системах 

можно осуществлять путем расчета спектра ля-

пуновских экспонент или при помощи метода 

ближайших соседей.  

 
Методы анализа обобщенной синхронизации 

во взаимосвязанных системах  

с дискретным временем 

 
Прежде всего, обобщим понятие обобщен-

ной синхронизации (1) на случай взаимной свя-

зи между системами. Для учета взаимного вли-
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яния систем друг на друга уравнение (1) для 

двух взаимно связанных отображений перепи-

шем в виде 

 [ , ] = 0.n nF x u  (2) 

При этом уравнение (2) оказывается спра-

ведливым как для однонаправленного, так и для 

взаимного типа связи между системами, в то 

время как соотношение (1) является частным 

случаем соотношения (2). Другими словами, 

под обобщенной синхронизацией взаимно свя-

занных систем так же, как и в случае однона-

правленной связи, будем понимать такой ре-

жим, при котором имеет место установление 

уникального функционального соотношения 

между состояниями этих систем, но функцио-

нальное соотношение в данном случае будет 

иметь вид (2) вместо (1). 

Рассмотрим механизмы возникновения 

обобщенной синхронизации во взаимосвязан-

ных системах с диссипативным характером свя-

зи. Как уже отмечалось, существует несколько 

методов определения порога возникновения 

обобщенной синхронизации. В данной работе 

использованы два из них: метод расчета спектра 

ляпуновских показателей и метод ближайших 

соседей. Остановимся на них более подробно. 

Метод расчета условных ляпуновских пока-

зателей 

Предположим, что имеются две системы с 

дискретным временем, демонстрирующие хао-

тическую динамику, состояние каждой из кото-

рых характеризуется вектором состояния 
ix , 

где =1,i N , при этом системы могут быть не-

идентичными. Для характеристики сложности 

хаотического движения обычно рассчитывается 

спектр ляпуновских экспонент. В рассматрива-

емом случае поведение системы (2) описывает-

ся набором 
1 2 N      показателей Ляпу-

нова, причем в отсутствие связи между систе-

мами, как минимум, два старших из них долж-

ны быть положительными. При увеличении 

диссипации в системе одна из старших (изна-

чально положительных) ляпуновских экспонент 

переходит через ноль. Когда 
2  становится от-

рицательным, остается только одна степень 

свободы хаотических колебаний, что и соответ-

ствует установлению режима обобщенной син-

хронизации. Отметим также, что отрицатель-

ность второго показателя Ляпунова 2 , как кри-

терий существования обобщенной синхрониза-

ции, согласуется с аналогичным критерием, ис-

пользуемым для диагностики обобщенной син-

хронизации в однонаправлено связанных си-

стемах [8, 9]. 

Метод ближайших соседей 

Другим методом диагностики обобщен-

ной синхронизации в однонаправлено связан-

ных системах является метод ближайших 

соседей, который заключается в том, что 

наличие функционального соотношения между 

состояниями взаимодействующих систем 

означает, что все близкие состояния в фазовом 

пространстве первой системы 
nx  

соответствуют близким состояниям в фазовом 

пространстве второй системы 
nu  (более 

подробно см. [4]). Для двух взаимно связанных 

систем верно и обратное утверждение: все 

близкие состояния в фазовом пространстве 

второй системы 
nu  должны соответствовать 

близким состояниям в фазовом пространстве 

первой системы 
nx . Количественной 

характеристикой степени близости состояний 

систем является среднее расстояние между 

двумя состояниями одной из систем k
u  и kn

u , 

нормированное на среднее расстояние   между 

случайно выбранными состояниями другой 

системы [10]:  

 
1

=0

1
= || ||,

N
k kn

k

d
N



 u u  (3) 

где N  – число производимых итераций. В 

режиме обобщенной синхронизации 0d  , в 

отсутствие функционального соотношения 

между состояниями взаимодействующих 

систем 1d  . 

Принципиальным недостатком метода 

ближайших соседей является его недостаточная 

точность. Метод позволяет определить порог 

возникновения синхронного режима только 

приблизительно и находит применение при 

обработке экспериментальных данных (где 

реализация других методов анализа 

представляется затруднительной) или 

используется для уточнения полученных 

результатов. Поэтому в ходе исследований 

метод ближайших соседей использовался для 

верификации факта наступления обобщенной 

синхронизации в системах с взаимным типом 

связи по моменту перехода второй (положи-

тельной) ляпуновской экспоненты в область 

отрицательных значений. 
 

Исследование обобщенной хаотической 

синхронизации во взаимосвязанных  

системах на конкретных примерах 
 

Чтобы проверить справедливость рассужде-

ний рассмотрим две системы с дискретным 

временем. 
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Логистические отображения 

В качестве первого примера рассмотрим два 

взаимно связанных логистических отображе-

ния:  

    
1

1

= ( , ) ( ( , ) ( , )),

= ( , ) ( ( , ) ( , )),

n n x n y n x

n n y n x n y

x f x a f y a f x a

y f y a f x a f y a









 

 
     (4) (4) 

где ( , ) = (1 )f x a ax x , = 3.92xa , = 3.98ya  – 

управляющие параметры взаимодействующих 

систем соответственно,   — параметр связи 

[11, 12].  

Покажем, что режим обобщенной 

синхронизации в данной системе может быть 

диагностирован по моменту перехода одной из 

положительных ляпуновских экспонент в 

область отрицательных значений. Рассмотрим 

поведение спектра ляпуновских экспонент 

системы (4). На рис. 1а показана зависимость 

двух ляпуновских экспонент от параметра 

связи. Момент перехода одной из 

положительных ляпуновских экспонент в 

область отрицательных значений = 0.213GS  

показан стрелкой. 
 

 
Рис. 1. (а) зависимость двух ляпуновских экспонент  

от параметра связи  ; (б) зависимость количественной 

меры d  от параметра связи  . 
 

Можно предположить, что по аналогии со 

случаем однонаправленно связанных систем 

этот переход может быть интерпретирован как 

установление обобщенной синхронизации в 

системах с взаимным типом связи. Для 

проверки сделанных предположений применим 

метод ближайших соседей для диагностики 

обобщенной синхронизации в системе (4). На 

рис. 1б детально показана зависимость 

характеристики d  от параметра связи  . 

Видно, что момент перехода одной из 

положительных ляпуновских экспонент в 

область отрицательных значений приходится 

примерно на середину падающего участка 

характеристики d , в то время как при 

дальнейшем увеличении   величина d  

остается близкой к нулю. Этот факт, по 

аналогии с работой [7], доказывает, что момент 

перехода одной из старших ляпуновских 

экспонент в область отрицательных значений 

можно интерпретировать как порог 

наступления обобщенной синхронизации во 

взаимосвязанных системах с дискретным 

временем. 

Отображения Эно 

В качестве второго примера рассмотрим два 

взаимно связанных отображения Эно: 
1 1 2 1 2

1

1 2

2 1

1

1 1 2 1 2

1

1 2

2 1

1

= ( , , ) ( ( , , )

( , , )),

= ,

= ( , , ) ( ( , , )

( , , )),

= ,

n n n x n n y

n n x

n n

n n n y n n x

n n y

n n

x f x x a f y y a

f x x a

x bx

y f y y a f x x a

f y y a

y by













 



 



    (5) 

 

где 1 2= ( , )x xx  [ 1 2= ( , )y yy ] – векторы 

состояний первой (второй) системы, 

1 2 1 1 2( , , ) = (1 )f x x a ax x x   – нелинейная 

функция, = 3.15xa , = 3.05ya , = 0.22b  – 

управляющие параметры,   – параметр связи 

[8, 13]. 

Для выбранных значений управляющих 

параметров так же, как и в случае связанных 

логистических отображений, рассмотрим 

поведение спектра показателей Ляпунова для 

данной системы (5). Момент перехода одной из 

положительных ляпуновских экспонент в 

область отрицательных значений   = 0.078 

показан стрелкой на рис. 2а. Также на рис. 2б 

показана зависимость характеристики d  от 

параметра связи  , аналогичная случаю 

связанных логистических отображений (4). 

Видно, что переход одной из положительных 

ляпуновских экспонент в область 

отрицательных значений также приходится на 

середину падающего участка характеристики 

d . Таким образом, можно говорить об 

универсальности данной характеристики для 

верификации порога наступления обобщенной 

хаотической синхронизации в дискретных 

отображениях, связанных взаимно. Критическое 

значение параметра связи = 0.078GS  (момент 

перехода одной из положительных ляпуновских 

экспонент в область отрицательных значений) 

показано стрелкой. 
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Рис. 2. (а) зависимость двух старших ляпуновских 

экспонент от параметра связи; (б) зависимость 

количественной меры d  от параметра связи  . 

 

Заключение 
 

В настоящей работе проведено исследование 

режима обобщенной синхронизации в дискрет-

ных отображениях, связанных взаимно. Пред-

ложена универсальная концепция обобщенной 

синхронизации, справедливая как для двух од-

нонаправленно, так и взаимно связанных хаоти-

ческих систем. Показано, что возникновение 

режима обобщенной синхронизации во взаимо-

действующих дискретных отображениях, нахо-

дящихся в хаотическом режиме, связано с пере-

ходом второй ляпуновской экспоненты в об-

ласть отрицательных значений. Полученные 

результаты подтверждены при помощи метода 

ближайших соседей. Важно отметить, что метод 

вспомогательной системы, широко используе-

мый для диагностики обобщенной синхрониза-

ции, для взаимно связанных систем приводит к 

некорректным результатам. Так как предложен-

ная теория оказывается справедливой для раз-

личных систем, можно ожидать, что аналогич-

ный механизм будет иметь место в системах 

различной природы.  
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GENERALIZED SYNCHRONIZATION IN MUTUALLY COUPLED DISCRETE MAPS 

 

S.A. Shurygina, O.I. Moskalenko, А.A. Koronovskii, A.E. Hramov 

 

Generalized synchronization in mutually coupled chaotic discrete maps is studied. The onset of generalized syn-

chronization regime in such systems is shown to be detected by the moment of transition of one of the positive Lya-

punov exponents in the field of the negative values. The obtained results are verified by means of the nearest neigh-

bor method.  
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neighbor method. 


