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Введение 

 

В этой работе рассматривается новый под-

ход к решению задачи поиска ближайшего со-

седа в метрическом пространстве. Эта задача 

возникает, когда среди некоторого заданного 

множества объектов X необходимо отыскать 

некоторый объект p  X, являющийся ближай-

шим к заданному объекту q (запросу). Близость 

двух объектов o  и o  оценивается исходя из 

заданной функции расстояния d(o , o ), опреде-

ленной на множестве всевозможных объектов 

D. Требуется так организовать конечное множе-

ство объектов X  D в структуру S, чтобы ми-

нимизировать количество вычислений функции 

d при поиске ближайшего объекта к q. Задача 

поиска ближайшего соседа или поиска наиболее 

схожего  объекта к заданному образцу возника-

ет в множестве приложений, таких как распо-

знавание образов [1], компьютерное зрение, 

поиск изображений и видео по содержанию [2], 

машинное обучение [3], системы рекомендаций 

[4], кластерный анализ, поиск схожих последо-

вательностей ДНК [5], семантический поиск 

документов [6]. 

В качестве самой тривиальной структуры S 

может служить обыкновенный линейный спи-

сок. Сложность добавления в него новых эле-

ментов O(1), но для того чтобы определить, ка-

кой элемент является ближайшим к q, требуется 

вычислить расстояния до каждого элемента из 

множества X, что эквивалентно сложности по-

иска О(n), где n – количество элементов множе-

ства X.  

Общим принципом уменьшения количества 

вычислений метрики является разбиение про-

странства на множество классов эквивалентно-

сти на этапе построении структуры. Тогда во 

время исполнения запроса часть классов экви-

валентности отбрасывается, другая часть пере-

бирается полным перебором. Описываемые  

методы различаются способом разбиения про-

странства на множество классов эквивалентно-

сти.  Как было показано в [7], превалирующее 

большинство алгоритмов основываются на вы-

боре k опорных точек и построении отображе-

ния исходного пространства в пространство R
k
, 

используя L -метрику. 

Другой класс алгоритмов использует ком-

пактное разбиение.  

Методы, основанные на компактном разбие-

нии, более эффективны для пространств высо-

кой размерности. Несмотря на это, почти все 

методы из обоих классов в качестве структуры 

данных используют деревья (GNAT, GHT, SAT, 

BST, VT, MT и другие), реже матрицы 

(ALAESA, LAESA и др.). 

Более современным подходом для решения 

задачи поиска ближайшего соседа является по-

строение структур данных в виде сетей. В  ка-

честве структуры S строится сеть, описываемая 

графом G(V, E), где объектам из множества X 

однозначно сопоставлены вершины из множе-

ства V. Тогда поиск ближайшего элемента из 

множества X к запросу q будет сводиться к по-

иску вершины на графе G(V, E). Использование 

данного подхода мотивировано следующим:  

– существуют алгоритмы построения сети, 
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позволяющие производить поиск ближайшего 
соседа с логарифмической сложностью от ко-
личества элементов в структуре [8]; 

– локальность структуры позволяет произво-
дить добавление новых объектов с приемлемой 
сложностью и не требует перестроения всей 
структуры; 

– структуры, имеющие топологию тесного 
мира, являются исходно распределенными, что 
позволяет естественным образом накладывать 
их на физические компьютерные сети. 

Это дает возможность строить распределен-
ные решения, которые обладают возможностью 
предоставления одновременного доступа к хра-
нилищу большого числа пользователей (осуще-
ствления ими поиска и добавления новых дан-
ных), иметь хорошую отказоустойчивость, мас-
штабируемость по производительности и вме-
стимости. 

Одним из самых простых алгоритмов поиска 
вершины в графе является «жадный поиск» (ме-
тод градиентного спуска). Этот алгоритм легко 
реализуем и в структуре с топологией сети и 
может быть инициирован от любой вершины. 

Для того чтобы результатом работы алго-
ритма являлся точный ближайший элемент к за-
просу, необходимо, чтобы граф содержал в себе 
подграф Делоне (об этом подробнее в разделе 
«Алгоритм поиска»), который является двой-
ственным к разбиению пространства Вороно-
го [9]. 

Однако в приложениях, описанных выше, 
требование нахождения точного ближайшего 
соседа может быть избыточным. Это дает воз-
можность для формулировки задачи прибли-
женного поиска ближайшего соседа, что осво-
бождает от необходимости иметь точный граф 
Делоне. 

Для того чтобы алгоритм поиска масштаби-
ровался логарифмически, достаточно наличия в 
сети тесного мира со свойствами навигации, что 
уже хорошо изучено [8].  

В данной работе мы представляем алгоритм 
построения структуры в виде сети с графом 
G(V, E), эффективно решающей задачу прибли-
женного поиска ближайшего соседа, основан-
ный на алгоритме «жадного поиска». При этом 
граф G(V, E) содержит в себе аппроксимиро-
ванный граф Делоне и обладает навигационны-
ми свойствами тесного мира. В алгоритме поис-
ка заложена возможность варьирования точно-
сти поиска без необходимости изменений в 
структуре. Алгоритм не использует координат-
ные представления и не требует привлечения 
свойств линейных пространств, а основан толь-
ко на вычислении метрики между объектами и 

потому применим для данных из абстрактных 
метрических пространств. 
 

Существующие решения 
 

Одними из первых структур для решения за-
дачи точного поиска ближайшего соседа были 
Kd-tree [12] и quadra trees [13]. Они эффективны 
для метрических пространств малой размернос-
ти (сложность поиска приближается к O(log n)). 
Однако анализ худшего случая, например для 
Kd-tree и quadra trees [14], для обеих структур 
говорит о сложности поиска O(k n1–1/k), где k – 
размерность пространства.  

Другие структуры древесного типа, такие 
как модифицированные варианты Kd-деревьев, 
R-деревья и структуры, основанные на кривых, 
заполняющих пространство, рассмотрены в 
книге [15]. Они также эффективны для поиска в 
метрическом пространстве малой размерности 
(сложность поиска приближается к O(log n) для 
d < 4), однако быстро теряют свою эффектив-
ность с ростом размерности пространства [16]. 
Более эффективная структура для точного по-
иска ближайшего соседа в Rk со сложностью 
O(2klog n) впервые была описана в [17]. Но как 
видно, сложность поиска также имеет экспо-
ненциальную зависимость от размерности про-
странства. 

Используя эвристический метод «vantage 
point», были предложены такие структуры, как 
mvp-tree [18], vps-tree и vpsb-tree [19], но при 
этом нет никакого анализа их эффективности 
для пространств высокой размерности.  

В целом, на сегодняшний день не существу-
ет методов для эффективного точного поиска 
ближайшего соседа для пространств с большой 
размерностью, – причина  этого лежит в «про-
клятье» размерности [7]. 

Чтобы избежать проклятья размерности, но 
при этом сохранить логарифмическую масшта-
бируемость по количеству элементов, было 
предложено уменьшить требования к поиску 
ближайшего соседа, сделав его неточным. Так 
появилась масса работ, предлагающих отыски-
вать ближайшего соседа с точностью до ε           
(ε-NNS). Например, Arya и Mount предложили 
алгоритм со сложностью поиска O(log3

 n), но 
построение структуры требовало O(n2) времени 
и алгоритм применим только для данных из Rk 
[20].  

Kleinberg предложил два метода [21]. Пер-
вый со сложностью O(nlog d2k) для построения 
структуры и сложностью поиска с полиноми-
альной зависимостью от k, ε и логарифмической 
от n. Второй метод – со сложностью построения 
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структуры, полиномиально зависящей от d, ε и 
n, однако поиск требовал O(n + klog3

 n). Кроме 
того, оба метода применимы только для данных 
из Rk. 

Первые алгоритмы со сложностью поиска, 
полиномиально зависящей от k, log n, ε−1, и по-
линомиальным временем построения структуры 
для фиксированного ε были предложены Indyk 
и Motwani [22] и Kushilevitz, Ostrovsky и Rabani 
[23]. Indyk и Motwani впервые используют уп-
рощения задачи ε-ANN до «approximate point 
location in equal balls» (ε-PLEB). Для постановки 
задачи ε-PLEB точки в метрическом простран-
стве расширяются до шаров радиуса (1 + ε)r с 
центром в данной точке; требуется определить, 
к какому шару принадлежит запрос q. Также в 
[22] был предложен второй метод, использую-
щий концепцию locality-sensitive hashing отно-
сительно постановки задачи как ε-PLEB, осуще-
ствляющий поиск за O(n1/(1+ε)), однако требую-
щий околоквадратичной памяти (для малого ε). 
Кроме того, первый метод применим только для 
Rk, а второй – для пространства Хэмминга. 

Вообще, концепция locality-sensitive hashing 
стала очень популярна в последнее десятилетие 
для решения задачи ANN. Другие работы, ис-
пользующие концепцию locality-sensitive ha-
shing, – [24–26]. Но все они обладают одним 
главным недостатком – каждый из алгоритмов 
хеширования ориентирован на узкий класс мет-
рик, таких как расстояние Хэмминга, Джакарта, 
l1, ls нормы для евклидова пространства. Для 
того чтобы узнать, какой метод более эффек-
тивный, приходится составлять своего рода 
дайджесты [26].  

Первая структура, имеющая топологию тес-
ного мира (известная нам), решающая задачу 
ANN для k-мерного евклидова пространства, – 
Raynet [27]. Она является развитием более ран-
ней работы тех же авторов Voronet [10], которая 
решала точную задачу NN для евклидовой 
плоскости. Изначально она позиционировалась 
как p-2-p-сеть, в которой в качестве идентифи-
каторов узлов использовались координаты то-
чек в двухмерной плоскости. В Raynet с узлами 
сети ассоциированы уже объекты из k-мерного 
евклидова пространства. В системах поддержи-
ваются два уровня ссылок – короткие для обес-
печения корректности работы «жадного алго-
ритма» и длинные для осуществления быстрого 
поиска. Коротким ссылкам соответствуют ребра 
графа Делоне, т.е. каждый объект имеет ссылки 
на объекты, являющиеся соседними к его об-
ласти Вороного. Raynet отличается от Voronet 
тем, что каждый знает не всех своих соседей из 
области Вороного, т.е. его окрестность нахо-

дится с некоторым приближением при помощи 
метода Монте-Карло.  

По общей концепции Raynet – это наиболее 
близкая работа к нашей. Но в отличие от 
Raynet, мы предлагаем структуру для хранения 
объектов из произвольного метрического про-
странства. 
 

Общее описание структуры 
 

В этой работе рассматривается задача при-
ближенного поиска ближайшего соседа. Она 
формулируется следующим образом: есть про-
странство предметной области D, на нем опре-
делена функция близости d: D×D → R. Задано 
конечное множество X = {x1, …, xn}, X ⊂ D. Не-
обходим эффективный вероятностный способ 
нахождения элемента множества X, ближайше-
го к q ∈ D. Эффективный поиск значит, что 
сложность поиска логарифмически масштаби-
руется с числом элементов в X. Поиск не гаран-
тированный, т.е. результатом работы алгоритма 
может оказаться элемент, не являющийся ис-
тинным ближайшим, однако структура и алго-
ритм устроены так, чтобы эта вероятность была 
мала и её можно было корректировать, не изме-
няя структуру, варьируя только параметр алго-
ритма поиска. 

Рассматриваемая структура S строится в ви-
де сети, описываемой графом G(V, E), где объ-
ектам из множества X однозначно сопоставлены 
вершины из множества V. Ребра E задаются ал-
горитмом построения структуры так, чтобы 
обеспечить корректную работу алгоритма «жад-
ного поиска». 

Поскольку в предлагаемой структуре с  каж-
дой вершиной  ассоциирован элемент из мно-
жества X, то мы иногда будем употреблять сло-
во «вершина», «элемент» или «объект», но 
смысл один. Вершины, имеющие общие ребра, 
мы иногда будем называть друзьями. Список 
вершин, имеющих общее ребро с вершиной vi, 
будем называть списком друзей вершины vi . 
 

Алгоритм поиска 
 

«Жадный поиск». Базовый алгоритм поиска 
в структуре осуществляется путем перехода по 
ребрам графа G(V, E) от одной вершины к дру-
гой. Алгоритм принимает два параметра: запрос 
query и вершину Venter_point ∈ V[G], с которой 
начинается поиск (такую вершину далее будем 
называть точкой входа). Начиная с точки входа, 
в каждой вершине алгоритм вычисляет значе-
ния метрики от запроса q и до всех вершин из 
френд-листа (соседних вершин, имеющих об-
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щее ребро) текущей вершины, выбирает верши-
ну с минимальным значением метрики. Если 
значение метрики между запросом и выбранной 
вершиной меньше, чем между запросом и те-
кущим элементом, то алгоритм осуществляет 
переход к этой вершине, после чего повторяет-
ся. Алгоритм останавливается в вершине, среди 
множества друзей которой нет вершины, кото-
рая была бы ближе к запросу, чем она сама. Та-
кую вершину мы называем локальным мини-
мумом.  

Сложность работы алгоритма Greedy_Search 
пропорциональна произведению длины пути, 
проделанного алгоритмом, lgreedy на среднее чис-
ло соседей (друзей) у элементов 

.
|2|
||__

V
Ereedegvertexagv =  

Причем существует такой класс графов, в кото-
рых lgreedy ~ log n, что дает основания говорить, 
что сложность работы Greedy_Search в них про-
порциональна log n. Говорят, что если в графе 
lgreedy ~ log n , то он обладает навигационными 
свойствами тесного мира. Далее мы приведем 
один из возможных алгоритмов построения та-
кого рода графа. 
 

Greedy_Search(q: object, venter_point: object) 
1  vcurr ← venter_point;  
2  dmin ← d(q, vcurr); vnext ← NIL; 
3  foreach vfriend ϵ vcurr.getFriends() do 
4     if d(query, vfriend) < dmin then 
5        dmin ← d(q, vfriend); 
6        vnext ← vfriend; 
7  if vnext = Nil then return vcurr; 
8  else return Greedy_Search(q, vnext); 
 

Элемент, являющийся локальным миниму-
мом относительно запроса q, может быть как 
истинно ближайшим элементом к запросу q из 
всего множества элементов X, так и ложно бли-
жайшим.  

Если бы каждый элемент в структуре имел 
среди своих друзей все элементы, области Во-
роного которых граничат с его собственной об-
ластью Вороного, то это исключало бы сущест-
вование ложно локальных минимумов. Под-
держание этого условия эквивалентно построе-
нию графа Делоне, который является двойст-
венным к диаграмме Вороного.  

Поскольку для абстрактных метрических 
пространств определение точного графа Делоне 
является невозможным [11] (исключая вариант 
полного графа), то избежать существования ло-
кальных минимумов не удается.  

Но для задачи неточного поиска, определен-
ной выше, это не играет существенной роли. 

Выходом является то, что для работы вероятно-
стного поиска не обязательно строить весь граф 
Делоне [27]. Как будет показано далее, вероят-
ность найти истинный ближайший элемент экс-
поненциально стремится к единице с ростом 
среднего числа ребер в аппроксимированном 
графе Делоне.  

Серия поисков. Предположим, уже сущест-
вует некоторая аппроксимация графа Делоне, 
но нас не устраивает точность, получаемая ал-
горитмом «жадного поиска». 

Для того чтобы «обойти» ложно локальные 
минимумы, мы предлагаем следующую моди-
фикацию алгоритма поиска. Мы предлагаем 
использовать серию из m поисков, иницииро-
ванных от случайных вершин, и выдавать в ка-
честве результата элемент, ближайший к запро-
су из множества найденных. Алгоритм «жадно-
го поиска» Greedy_Search(q, venterPoint ∈ V) де-
терминирован для каждой точки входа venterPoint 

∈ V, он заканчивается либо успехом – нахожде-
нием истинного ближайшего, либо ошибкой – 
нахождением элемента, который не является 
ближайшим соседом для q.  

То есть фактически поиск ближайшего к од-
ному и тому же элементу может заканчиваться 
как нахождением истинного ближайшего, так и 
ошибочного ближайшего, в зависимости от то-
го, с какой точки входа мы начали поиск. 

Поскольку точку входа мы можем выбирать 
случайно, то появляется вероятность p нахож-
дения истинного ближайшего к одному данно-
му конкретному элементу q. Причем эта веро-
ятность всегда отлична от нуля, т.к. всегда есть 
вариант, что точкой входа является истинный 
ближайший и алгоритм «жадного поиска» воз-
вращает в качестве результата именно его. 

Если вероятность найти истинный ближай-
ший одним поиском равна p, то вероятность 
найти тот же самый элемент при m поисках           
1 – (1 – p)m, т.е. вероятность ошибки падает экс-
поненциально с ростом количества поисков. 
Таким образом, мы можем улучшать точность 
поиска, увеличивая параметр m – количество 
производимых независимых поисков. 

При значении m = n, где n – количество эле-
ментов в структуре, алгоритм сводится к пол-
ному перебору. 

Если граф сети обладает свойствами тесного 
мира, то выбрать случайную вершину в нем 
можно за число случайных переходов, пропор-
циональное log n. 

Таким образом, сложность общего поиска 
будет O(2mlog n), если сложность каждого эле-
ментарного поиска log n. 
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Алгоритм поиска с многократным повторе-
нием выглядит следующим образом: 
 

Multi_Search(object q, integer: m) 
1 results: SET[objects]; 
2 for (i ← 0; i < m; i++) do 
3 enter_point ← getRandomEnterPoint(); 
4 local_min ← Greedy_Search(query, en-
ter_point) 
5 if local_min ∉ results then 
6 results.add(result); 
7 return results; 
 

Get_Best_Element(object: q, SET[object]: objects) 
1 dmin ← ∞; obest ← NIL; 
2 foreach object o ∈ objects do 
3 if d(q, o) < dmin then 
4 obest ← o; 
5 dmin ← d(q, o); 
6 return obest; 
 

Алгоритм построения структуры 
 

Поскольку мы строим аппроксимацию графа 
Делоне, то существует большая свобода в вы-
боре алгоритмов её построения. Например, в 
работе [27] для евклидова пространства строи-
лась аппроксимация графа Делоне, которая ми-
нимизировала объем области Вороного при 
фиксированном числе ребер для каждой верши-
ны соответствующего графа. В [28] в качестве 
алгоритма построения структуры использовался 
так называемый алгоритм соединения с бли-
жайшими, основная идея которого заключается 
в том, что пересечение множества элементов, 
являющихся соседями по Вороному, и множе-
ства l ближайших элементов велико. 

Граф, полученный предложенным алгорит-
мом, обладает свойствами тесного мира при 
условии, что данные поступают в случайном 
порядке. 
 

Nearest_Neighbor_Add(object: new_object, inte-
ger: l, integer: init_attempts) 
1 SET[object]: localMins ← MultiAt-
tempts_Search(new_object, init_attempts); 
2 SET[object]: u ← ∅; //neighborhood; 
3 foreach object: local_min ∈  localMins do 
4 u ← u ∪ local_min.getFriends(); 
6 отсортировать u так, чтобы выполнялось ус-
ловие d(u[i], new_object) < d(u[i+1], new_object) 
7 for (i ← 0; i < l; i++) do 
8 u[i].connect(new_object); 
9 new_object.connect(u[i]); 
 

Алгоритм принимает в качестве аргументов 
три параметра: объект, который необходимо 

добавить в структуру, и два целых положитель-
ных числа l и init_attempts. Сначала алгоритм 
определяет множество локальных минимумов, 
используя процедуру Multi_Search, которая, в 
свою очередь, производит серию независимых 
поисков от init_attempts случайно выбранных 
элементов из множества объектов, уже добав-
ленных в структуру. Затем формируется окре-
стность u, в которую входят все соседи каждого 
из найденных локальных минимумов. Множе-
ство u сортируется в порядке возрастания рас-
стояния до добавляемого объекта new_object, 
после чего new_object соединяется с первыми K 
ближайшими элементами из множества u.  

На рис. 1 изображена структура, построен-
ная для точек из E2.  
 

 
Рис. 1 

 

Элементы обозначены кругами. Числа рядом 
с ними соответствуют порядку добавления. 
Сплошными линиями изображены связи между 
элементами (ребра графа). Пунктирные линии 
соответствуют границам областей разбиения 
Вороного. До полного графа Делоне не хватает 
ребра между элементами 0 и 10, 1 и 9. Структу-
ра получена алгоритмом при m = 3 и 
attemptsNumber = 5. Элемент с номером 0 будет 
локальным минимумом для запросов, попавших 
в заштрихованную область A, соответственно 
10 – для B, 9 – для D и 1 – для области С. 
Штриховыми линиями изображены пути двух 
поисковых алгоритмов при поиске запроса q из 
области B; алгоритм, стартующий из верши-     
ны 7, останавливается на элементе 10, являю-
щемся локальным минимумом; алгоритм, стар-
тующий из вершины 5, – истинно ближайшим к 
запросу. 
 

Результаты моделирования 
 

Для того чтобы проверить правильность на-
ших предположений о логарифмической зави-
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симости поиска от количества элементов, мы 
реализовали приведенные  выше алгоритмы. 

В качестве тестового набора данных мы ис-
пользовали случайно выбранные точки из Ek. В 
качестве функции близости была выбрана L2  
(евклидово расстояние). 

В структуру добавлялось N элементов. Вы-
биралось такое число попыток поисков, чтобы 
вероятность нахождения истинного ближайше-
го элемента к запросу была не меньше 95%. За-
мерялось число перебранных элементов. На 
графике рис. 2 приведена зависимость процента 
перебранных элементов с ростом количества 
добавленных в структуру элементов.  

Из графика видно, что с ростом числа эле-
ментов в структуре процент перебранных эле-
ментов падает, кривая на этом участке прини-
мает вид прямой с углом наклона 45 градусов. 
Это дает основания говорить о логарифмиче-
ской сложности поиска от числа перебранных 
элементов. 
 

 
 

Число элементов 
Рис. 2 

 

Как видно из графика, кривая для более вы-
соких размерностей ведет себя схожим образом. 
 

Заключение 
 

В настоящей статье предложен способ орга-
низации данных в структуру, имеющую свойст-
ва навигационного тесного мира, для произ-
вольного метрического пространства при по-
мощи модифицированного алгоритма соедине-
ния с k-ближайшими элементами. Описан алго-
ритм поиска ближайшего соседа на предложен-
ной структуре.  

Все предложенные алгоритмы используют 
только локальную информацию, что в сочета-
нии с отсутствием центрального элемента у 
предложенной структуры открывает возможно-

сти для построения абсолютно децентрализо-
ванных систем поиска.  

Представленные результаты моделирова-   
ния подтверждают логарифмический характер 
сложности поиска от числа элементов. 
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DATA STRUCTURE WITH SMALL WORLD PROPERTIES  
FOR SOLVING NEAREST NEIGHBOR SEARCH PROBLEM IN METRIC SPACE 

 
A.A. Ponomarenko, Yu.A. Mal’kov, A.A. Logvinov, V.V. Krylov 

 
A novel approach to solving the nearest neighbor search problem in metric space is considered. It is proposed as 

a data structure to use a graph with navigable small world properties and a gradient descent algorithm as a search 
algorithm. The problem of the existence of local minima is solved by a series of independent searches. Experimental 
data are presented to confirm logarithmic complexity of the search algorithm. 
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