
 
О работах Александра Александровича Маркова 

 

 

127

 В 2012 году исполнилось 75 лет со дня рож-
дения известного российского математика, док-
тора физико-математических наук, профессора 
Нижегородского университета Александра 
Александровича Маркова.  

Александр Александрович родился 24 марта 
1937 года в семье преподавателей Нижегород-
ского университета Александра Николаевича 
Маркова и Варвары Алексеевны Гусевой. После 
окончания в 1954 г. средней школы № 8 он по-
ступил на физико-математический факультет 
Нижегородского (тогда Горьковского) универ-
ситета, который и окончил в 1959 г. Его науч-
ные интересы со студенческой скамьи были 
связаны с очень молодой тогда, только начав-
шей развиваться математической кибернетикой. 
Под руководством Ю.В. Глебского он уже в 
аспирантуре получил яркие результаты в облас-
ти теории кодирования и в 1963 г. стал канди-
датом наук, защитив кандидатскую диссерта-
цию на тему «Некоторые вопросы теории алфа-
витного кодирования». В дальнейшем он рабо-
тал в разных областях дискретной математики, 
но основные его интересы были связаны с тео-
рией кодирования. 

Вся трудовая деятельность Ал.А. Маркова 
была связана с Нижегородским университетом. 
После окончания аспирантуры Александр 
Александрович начал работать в Горьковском 
физико-техническом исследовательском инсти-
туте. После образования Научно-исследова-
тельского института прикладной математики и 
кибернетики (НИИ ПМК) перешёл туда на рабо-
ту и в дальнейшем всегда совмещал научную 
работу в НИИ ПМК и преподавательскую рабо-
ту в университете. В течение многих лет он ра-
ботал на кафедре математической логики и 
высшей алгебры факультета вычислительной 

математики и кибернетики. В 1984 г. Александр 
Александрович успешно защитил докторскую 
диссертацию на тему «Вопросы взаимной одно-
значности и сложности в алфавитном кодиро-
вании». Последние годы он был профессором 
кафедры геометрии и высшей алгебры механи-
ко-математического факультета. В 1982–1989 
гг. заведовал отделом дискретной математики в 
НИИ ПМК, с 1989 г. до последних дней жизни 
был главным научным сотрудником НИИ ПМК. 

После смерти Ю.В. Глебского на протяже-
нии более 15 лет Ал.А. Марков был признан-
ным лидером научного направления по дис-
кретной математике в Нижегородском универ-
ситете. Он руководил научным семинаром, был 
организатором Всесоюзных конференций и 
школ-семинаров, по его инициативе и под его 
редакцией издавался межвузовский сборник 
«Комбинаторно-алгебраические методы в при-
кладной математике». Александр Александро-
вич был членом редколлегии журнала «Дис-
кретная математика», членом двух специализи-
рованных советов по защите диссертаций. Он 
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разработал и прочитал курсы «Дискретная ма-
тематика», «Элементы кибернетики», «Матема-
тические основы обработки информации», 
опубликовал монографию «Введение в теорию 
кодирования», несколько учебных пособий по 
разным разделам дискретной математики, ма-
тематической логики, теории кодирования, 
комбинаторному анализу и другим областям 
математики. Александр Александрович подго-
товил девять кандидатов наук. Последние годы 
он с большим увлечением работал над поста-
новкой преподавания дискретной математики 
для математиков-теоретиков, разработал и про-
читал курс дискретной математики для студен-
тов мехмата, руководил научно-методическим 
семинаром, разработал план специализации по 
дискретной математике на мехмате. 

Александра Александровича отличали глу-
бина и нестандартность мышления, он был ин-
тересным и остроумным собеседником, имел 
свою, совершенно небанальную точку зрения по 
многим вопросам не только науки, но и повсе-
дневной жизни. Несмотря на серьёзные про-
блемы с сердцем, он очень достойно и мужест-
венно боролся с болезнью, продолжая работать 
с полной отдачей. 23 октября 1994 г. Ал.А. 
Маркова не стало. 

Большинство работ Ал.А. Маркова относит-
ся к математической теории кодирования. Ос-
новным достижением явилось построение тео-
рии алфавитного кодирования, учитывающего 
структурные (а не только вероятностные) моде-
ли языков сообщений.  

Неоднократно в своих работах Александр 
Александрович Марков подчеркивает, что сжа-
тие информации основано прежде всего на том, 
что в языках обычно содержится значительная 
избыточность, характер которой может быть 
двоякий. С одной стороны, некоторые буквы и 
их сочетания могут встречаться часто, другие – 
редко, это обстоятельство, как правило, отража-
ется в вероятностных моделях языков, которые 
вслед за К. Шенноном и исследуются в теории 
информации. С другой стороны, Ал.А. Марков 
обращает внимание на то, что избыточность 
также заложена и в семантике языка, включая 
его структурные свойства, грамматику, сино-
нимию. Многочисленные свои работы Алек-
сандр Александрович посвятил вопросам опти-
мального алфавитного кодирования, учиты-
вающего именно этот вид избыточности.  

Остановимся на наиболее важных результа-
тах Ал.А. Маркова в области математической 
теории кодирования. 

Пусть  mbbbB ,,, 21   – алфавит. Множест-
во всех слов в алфавите B  будем обозначать 

*B , множество всех непустых слов – B . Для 

заданного алфавита B  алфавитное кодирование 
можно задать схемой, в которой каждой букве 

ib  ставится в соответствие последовательность 
символов (слово) в другом алфавите A  (алфа-
вите канала связи): 
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Набор  mvvvV ,,, 21   называется кодом, 
*Avi   – элементарными кодами, набор 

 mvvvD ,,, 21   – спектром длин элементар-

ных кодов (здесь x  – длина слова x ). 
Процесс кодирования произвольного слова 

kiii bbb 
21

  в алфавите B состоит в замене 

символов из B  их элементарными кодами. Ко-
дируемые слова в теории кодирования принято 
называть сообщениями.   

Под языком L  в алфавите B  понимается 
произвольное множество слов: *BL  . Схема 
алфавитного кодирования   задает отображе-
ние *ALfV : . Это отображение может быть 
не любым: Vf  должно обладать свойством инъ-
ективности, которое позволяет однозначно 
расшифровывать (декодировать) закодирован-
ные слова. Кодирование, обладающее свойством 
инъективности, принято называть взаимно-
однозначным. К проблемам, которые составляют 
основу углубленного исследования вопросов эко-
номного кодирования сообщений, учитывающего 
их структурные свойства, Ал.А. Марков относил 
проблему распознавания взаимной однозначности 
алфавитного кодирования. 

Первые результаты Ал.А. Маркова о взаим-
ной однозначности алфавитного кодирования 
относятся к языку *BL   и опубликованы в  
[1–3]. Впервые эта задача была поставлена в 
1953 г. в работе Сардинаса и Паттерсона1, где 
установлен критерий взаимной однозначности 
кодирования. Однако этот критерий не эффек-
тивен (так же, как и обобщение его, полученное 
в работе Шютценберже2). Здесь следует отме-
тить два основных результата, полученных 
Александром Александровичем. Первый ре-
зультат основан на мощностных соображениях: 
решение проблемы распознавания на бесконеч-
ном множестве *B  сводится к ее решению на 
конечном подмножестве сообщений.  

Для кода V  определена характеристика 
)}()(:min{)(  VV ffVX , ограничи-

вающая наименьшее число сравнений, которое 
может потребоваться при решении вопроса о 
взаимной однозначности отображения Vf  для 
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кода V . Для класса кодов из m  элементов по-

ложим },:)(sup{),(
1




m

i
i NvmVVXmNY . 

Александр Александрович показал [32], что 
4)2,( NY   при 5N ; 2),(  mNmNY  при 

5N  и 3m .  
Из полученных соотношений следует, что 

достаточно проверять взаимную однозначность 
алфавитного кодирования на множестве пар 
слов, суммарная длина которых ограничена 
константой ),( mNY . Аналогичный результат 
получен для минимальной длины закодирован-
ного слова, допускающего две расшифровки.  

Другой результат Ал.А. Маркова сводит ре-
шение проблемы распознавания взаимной одно-
значности к задаче нахождения ориентирован-
ного цикла, проходящего через заданную вер-
шину в графе [3, 45]. Отметим, что результаты 
Ал.А. Маркова о взаимной однозначности ал-
фавитного кодирования для *BL   стали клас-
сикой и входят во многие учебники по дискрет-
ной математике3 и в учебные программы по 
дискретной математике для университетов. 

В дальнейшем Ал.А. Марков исследовал 
проблему распознавания взаимной однозначно-
сти на моделях регулярных языков. Здесь им 
были исследованы два типа условий взаимной 
однозначности алфавитного кодирования – 
комбинаторно-логические и спектральные.  

В качестве меры сложности распознавания 
взаимной однозначности для регулярных язы-
ков рассматривалась длина кратчайшего зако-
дированного слова языка, которое допускает 
две расшифровки (если такое слово существу-
ет). Для этой характеристики получены квадра-
тичные оценки как в зависимости от суммы 
длин элементарных кодов, так и от числа со-
стояний регулярного источника, порождающего 
язык сообщений, причем эти оценки не могут 
быть улучшены. 

Ал.А. Марков получил спектральное асим-
птотическое неравенство – необходимое усло-
вие реализуемости спектра однозначно декоди-
руемым кодом. 

Пусть ML  – регулярный язык, представлен-
ный в конечном автомате  zbZBM ,,,   с 
входным алфавитом ,B  множеством состояний 
 110 ,,, nzzz   и функцией следующего состоя-
ния ,: ZZB   причём через каждое состоя-
ние проходит по крайней мере один путь из на-
чального состояния 0z  в некоторое заключитель-

ное состояние. Для вектора  mdddd~ ,,, 21   с 
целыми положительными коэффициентами оп-

ределяется индикатор языка ML  относительно 
автомата :M  
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где      .xxPP
kj

j

q,bj

d
i,ki,k  

  Ал.А. Марков 

доказал, что если алфавитное кодирование Vf  
взаимно однозначно на ML  и 0iv  
 mi ,,1 , то 

  0,1









 VD

q
,  (1) 

где Aq   и  VD  – спектр длин элементарных 
кодов V . Если *BL  , то (1) представляет со-
бой известное неравенство Мак-Миллана 

1
1

 

m

i

diq . Для некоторых языков спектраль-
ное неравенство представляет собой также и 
достаточное условие реализуемости спектра 
 VD  однозначно декодируемым кодом. 
Отметим, что проблема распознавания вза-

имной однозначности является составной ча-
стью задачи оптимального кодирования, так как 
построение кодирования, обеспечивающего 
наибольшее сжатие, необходимо решать в клас-
се взаимно однозначных кодов.  

Пусть    LDLD q  – множество всех q-
ичных кодов, для которых Vf  взаимно однознач-
но на языке L . Частотной характеристикой сооб-
щения   называется векторное распределение 

частот     mppP ,,1  , где  



 i

ip  

 mi ,,1  – отношение числа вхождений бук-
вы ib  в   к длине  . Тогда     PVCVC ,,  

   







m

i
ii

V vp
f

1

 называется стоимостью 

кодирования сообщения   отображением Vf , а 
стоимость наилучшего кодирования   опре-
деляется как    

 
  

 ,inf,, VCPLCLC
LDV

 

 L . Кодирование называется оптимальным, 
если для него достигается нижняя граница. 

Оптимального алфавитного кодирования од-
новременно для всех сообщений языка L  может и 
не существовать. Однако если существует типич-
ная для языка L  частотная характеристика P , то 
в классе алфавитных отображений существует 
статистически оптимальное кодирование.  
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Пусть  LD0  – множество всех кодов, ко-
торые могут оказаться оптимальными хотя бы 
для одного сообщения  L :  LD0  

         PLCPVCLDVV ,,, . 
Известно [45], что для любого языка L  

множество  LD0  конечно. Поэтому оптималь-
ное кодирование для любого сообщения в лю-
бом языке существует.  

Матрицей оптимального кодирования для 
языка L  называется матрица  LM  с m  столб-
цами, строками которой являются все различ-
ные спектры длин кодов из  LD0 . В силу ко-
нечности  LD0  матрица  LM  также конечна. 

При исследовании задачи оптимального ко-
дирования для регулярных языков Ал.А. Марков 
выделял как наиболее важные две задачи: описа-
ние матрицы оптимального кодирования и по-
строение эффективного алгоритма оптимального 
кодирования.  

По матрице оптимального кодирования 
можно найти спектр оптимального кода путем 
минимизации линейной формы на конечном 
множестве спектров, образующих матрицу. 
Разрешимость проблемы распознавания взаим-
ной однозначности в классе регулярных языков 
дает возможность построить код  LDV 0  по 
найденному спектру. 

Для языка всех сообщений *B  задачи описа-
ния матрицы оптимального кодирования и по-
строения эффективного алгоритма оптимального 
кодирования решены: неравенство Мак-Миллана 
дает аналитическое описание матрицы  *BM , и 
алгоритм Хаффмана позволяет минимизировать 
неотрицательную линейную форму на множест-
ве целочисленных решений неравенства Мак-
Миллана за квадратичное от Bm   число опе-
раций. 

Всё усложняется при переходе к регулярным 
языкам. В классе регулярных языков задача по-
строения матрицы оптимального кодирования 
является до сих пор открытой. Она решена 
Ал.А. Марковым для подкласса регулярных 
языков – регулярных языков, порождаемых 
связными источниками. Такие языки Александр 
Александрович называет связными регулярны-
ми языками. 

Сложность расшифровки матрицы опти-
мального кодирования характеризует значность 

)}(max{)( LMdLk ij   этой матрицы (макси-
мум значений её элементов). Знание оценки 
сверху для  Lk  позволяет ограничить класс 
векторов, которые могут входить в  LM , и 
найти матрицу оптимального кодирования. 

Построив алгоритм нахождения верхней 
оценки для  Lk , где L  – произвольный связ-
ный регулярный язык, Ал.А. Марков тем самым 
доказал [45], что задача оптимального кодиро-
вания в этом классе языков алгоритмически 
разрешима. 

Спектральное асимптотическое неравенство 
(1) для таких языков не всегда представляет 
собой достаточное условие реализуемости 
спектра  VD  однозначно декодируемым кодом 
относительно языка, что усложняет задачу по-
строения матрицы оптимального кодирования, а 
оценка значности  Lk  матрицы  LM , полу-
ченная Ал.А. Марковым, является гиперэкспо-
ненциальной.  

Чтобы построить оптимальное алфавитное 
кодирование, достаточно ограничиться только 
префиксными кодами. Код  mvvvV ,,, 21   
называется префиксным, если никакой из его 
элементарных кодов не является префиксом 
(началом) какого-либо другого более длинного 
элементарного кода.  

В [47] Ал.А. Марков ввёл понятие обобщён-
но-префиксного кодирования локальных моде-
лей языков *BL   и доказал, что использова-
ние локальных моделей языков *BL   может 
повышать эффективность кодирования в срав-
нении с алгоритмом Хаффмана. 

Пусть R  – бинарное отношение на множе-
стве слов, ,  – слова в алфавите неизвестных 

 mbbbB ,,, 21  , тогда условие  R  называ-
ют уравнением в словах, а  R  – ограничени-
ем в словах типа R  относительно q -ичного 
алфавита решений A . Решениями являются 
наборы слов  mvvvV ,,, 21   в алфавите A  
(называемые также q -ичными кодами), при 
подстановке которых в левую и правую часть 
условия получаются истинные выражения. 

Ал.А. Марков рассматривает следующие от-
ношения на множестве слов:  (равенство), 

 (строгая префиксность, где   – собст-
венный префикс  ),  (нестрогая префикс-
ность, где   или  ) и   (симмет-
ричное замыкание отношения нестрогой пре-
фиксности, где  , или  , или  ). 
Условие   является ограничением в сло-
вах, выражающим отношение антипрефиксно-
сти на множестве слов, которое означает, что   
и   различны и никакое из них не является 
префиксом другого.  

Для языка *BL   Александр Александро-
вич определяет понятие локальной модели4 
глубины t , где t  – целое положительное число. 
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Локальную модель глубины t  составляют все-
возможные окрестности слов глубины t . Окре-
стность некоторого слова   в алфавите языка 
содержит все t -буквенные слова, которые мо-
гут быть продолжениями   в языке, а также 
все слова длины меньше ,t  которые могут быть 
завершениями слова .  

По локальной модели глубины t  строится 
система ограничений в словах  Lt . Код называ-
ется t -префиксным, если он является решением 
системы  Lt , обобщённо-префиксным – если 
он является t -префиксным для некоторого t .  

Александр Александрович установил верх-
нюю оценку для значности k(L) матрицы опти-
мального t -префиксного кодирования. Она 
имеет вид    mtLk q

mm log2 1 . 
В совокупности задач оптимизации обоб-

щённо-префиксного кодирования имеется про-
стейший класс так называемых задач локально-
префиксного кодирования [54]. В этом случае 
локальная модель глубины 1 полностью харак-
теризуется графом  EVG ,  отношения анти-
префиксности E  на алфавите V, которое обес-
печивает взаимную однозначность алфавитного 
кодирования любого языка, у которого локаль-
ная модель глубины 1 соответствует этому гра-
фу. Код называется локально-префиксным от-
носительно графа ,G  если элементарные коды, 
соответствующие смежным вершинам графа ,G  
находятся в отношении антипрефиксности. Для 
полных m-вершинных графов mK  задача ло-
кально-префиксного кодирования совпадает с 
задачей префиксного кодирования m –
буквенного алфавита в обычном смысле.  

Ал.А. Марков установил, что задача рас-
шифровки матрицы оптимального локально-
префиксного кодирования относится к классу 
NP -трудных задач, а значность  Lk  этой мат-

рицы определяется как   











1
1

q
mLk , где q  – 

мощность алфавита канала связи A . 
Необходимое условие реализуемости спек-

тра локально-префиксным относительно G  ко-
дом представляет собой систему спектральных 
неравенств Мак-Миллана, выписанных для всех 
клик графа .G  Ал.А. Марков показал, что если 
в графе G  имеется не более двух клик, то сис-
тема спектральных неравенств представляет 
собой и достаточные условия реализуемости 
спектра локально-префиксным относительно G  
кодом, в этом случае матрица оптимального 
локально-префиксного кодирования описывает-

ся как множество минимальных решений ис-
ходной системы спектральных неравенств. 

Ал.А. Марков заметил, что локально-пре-
фиксные коды можно интерпретировать как 
правильные словарные раскраски графов [59]. 
Правильная словарная раскраска графа есть со-
поставление его вершинам слов, при котором 
слова, соответствующие смежным вершинам, 
находятся в отношении антипрефиксности. За-
дача о правильных словарных раскрасках гра-
фов в теории графов включает в себя проблема-
тику правильных раскрасок графов.  

Рассмотрим теперь результаты Ал.А. Мар-
кова, характеризующие предельные дополни-
тельные возможности сжатия при учете синтак-
сических свойств произвольного языка. 

В произвольном языке L  может присутство-
вать алфавитная избыточность, смысл которой 
состоит в том, что при удалении некоторой бук-
вы ib  из всех слов языка L  или при отождеств-
лении пары различных букв ib  и jb  во всех сло-
вах языка L  любые два различных слова языка 
остаются различными. Языки без алфавитной 
избыточности называются неприводимыми.  

Пусть на множестве букв алфавита B языка L 
задано распределение вероятностей P. Для 

L  через ),( L*C  обозначим )(*f , где 
*f  – оптимальное алфавитное кодирование, 

учитывающее синтаксис языка L, и через 
),( *B*C  – длину кода слова L , постро-

енного по алгоритму Хаффмана.  
Мерой эффективности кодирования, учиты-

вающего синтаксис языка L, является коэффи-

циент сжатия .L
*B*C

L*CLZ












 :
),(
),(inf)(  

Очевидно, что для языков, в которых присут-
ствует алфавитная избыточность, коэффициент 
сжатия может быть как угодно близок к нулю. 

Ал.А. Марков доказал [42], что если L  – 

неприводимый язык, то 1)(
2
1

 LZ , причём 

существует последовательность неприводи-
мых языков mL , ,2,1m , для которой 

















m
OLZ m

11
2
1)( . Из этого результата сле-

дует, что при алфавитном кодировании, учиты-
вающем синтаксис языка, неприводимый язык 
может быть дополнительно сжат не более чем в 
два раза, и при растущем m  коэффициент сжа-

тия может быть сколь угодно близок к 
2
1 .  

Другой результат Ал.А. Маркова в этом на-
правлении состоит в том, что почти все непри-
водимые языки в заданном алфавите B в пред-
положении о равновероятности языков эквива-
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лентны языку *B , т.е. имеют равные с *B  мат-
рицы оптимального кодирования, поэтому ти-
пично .LZ 1)(   
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