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íèå âåäåòñÿ íà ñîâðåìåííîì ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå è ñîïðîâîæäàåòñÿ çàäà÷àìè ðàçëè÷íîé
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Ââåäåíèå

Äàííîå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ðàñøèðåííûì ââåäåíèåì â ìà-
òåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Îíà ñîäåðæèò â îñíîâíîì êëàññè÷åñêèé
ìàòåðèàë, òàê èëè èíà÷å âõîäÿùèé â áîëüøèíñòâî ñòàíäàðòíûõ êóðñîâ òåîðåòè÷åñêîé ìå-
õàíèêè, ïðåïîäàâàåìûõ íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ óíèâåðñèòåòîâ. Îñíîâíàÿ öåëü ïåð-
âîé ÷àñòè � ýòî ñðàâíèòåëüíî áûñòðî è êîðîòêî, îäíàêî íå òåðÿÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãî-
ñòè, âûâåñòè îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Ïîñëå èçó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî
ìàòåðèàëà ïåðâîé ÷àñòè, ÷èòàòåëü èìååò âîçìîæíîñòü ïðèñòóïèòü ê ñàìîñòîÿòåëüíîìó èñ-
ñëåäîâàíèþ â äàííîé îáëàñòè ìåõàíèêè, è âïîëíå ìîæåò ïåðåéòè ê èçó÷åíèþ ñïåöèàëüíîé
ëèòåðàòóðû ïî êîíêðåòíûì ïðîáëåìàì. Çàìåòèì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõ íàó÷-
íûõ ðàáîò ïî âïîëíå ïîíÿòíûì ïðè÷èíàì îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà íå
âûâîäÿòñÿ è íå îáúÿñíÿþòñÿ: íåÿâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü õîðîøî çíàêîì ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèì ìàòåðèàëîì. Ýòî ñîçäàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè â ïîíèìàíèè è îñâîåíèè
îðèãèíàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ðàáîò.

Îäíà èç îñíîâíûõ öåëåé äàííîãî ïîñîáèÿ êàê ðàç è ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî âîçìîæíîñòè
çàïîëíèòü ýòîò ïðîáåë. Èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðîâîäèòñÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà,
ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ (òâåðäîãî òåëà, ñòåïåíåé ñâîáîäû, ñèñòåì îòñ÷åòà è ò.ä.),
òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ (ñ äîêàçàòåëüñòâàìè). Ñàìî èçëîæåíèå çàìêíóòî è, ïî ñóùåñòâó,
íå òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ.

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãëàâ. Â ïåðâîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ îñíîâû êèíåìà-
òèêè òâåðäîãî òåëà. Íà÷èíàåòñÿ ãëàâà ñî ñïîñîáîâ çàäàíèÿ (îïèñàíèÿ) ïîëîæåíèÿ òâåðäîãî
òåëà â ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè äâè-
æåíèÿ òâåðäîãî òåëà (òàêèå êàê âèäû äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, óãëîâàÿ ñêîðîñòü, öåíòð
ìàññ, óãëû Ýéëåðà) è îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ (ñ äîêàçàòåëüñòâàìè) òàêèå êàê
, è âûâîäÿòñÿ êëàññè÷åñêèå ôîðìóëû Ýéëåðà î ñêîðîñòÿõ òî÷åê òåëà, ôîðìóëû Ïóàññîíà,
òåîðåìà Ýéëåðà-Äàëàìáåðà î ïðåäñòàâëåíèè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â âèäå êîìïîçèöèè
âðàùàòåëüíîãî è ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèé.

Âî âòîðîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå äèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû (èìïóëüñ, êèíåòè÷åñêèé ìî-
ìåíò èëè ìîìåíò èìïóëüñà, ìîìåíò ñèëû, ìîìåíòû è òåíçîð èíåðöèè) è âûâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé (àáñîëþòíîé) ñèñòåìû
êîîðäèíàò, à òàêæå â ïîäâèæíîé ñâÿçàííîé ñ òåëîì ñèñòåìå êîîðäèíàò � ò.í. óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî òâåðäîãî òåëà.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâèæåíèÿ òåëà ïî ïëîñêîñòè ñ ðàçëè÷íûìè ïðåäïîëî-
æåíèÿìè î õàðàêòåðå âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà ñ ïëîñêîñòüþ. Ïîäðîáíî èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà
äâèæåíèÿ òåëà ïî ò.í. àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè, à òàêæå äâèæåíèÿ ñ ïåðìàíåíò-
íûì ïðîñêàëüçûâàíèåì.

×åòâåðòàÿ ãëàâà çíàêîìèò ÷èòàòåëÿ ñ êëàññè÷åñêèìè çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà,
êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà (ìîìåíòà èìïóëüñà) è ýíåðãèè. Çäåñü òàêæå îáñóæäàþòñÿ ïîíÿòèÿ
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êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà è äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê èññëåäîâà-
íèþ êîíñåðâàòèâíîé äèíàìèêè äâèæåíèÿ òåë (íüþòîíîâà ïîòåíöèàëüíàÿ ìåõàíèêà, ëàãðàí-
æåâà ìåõàíèêà è ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà).

Òåîðèÿ äâèæåíèÿ òâåðäûõ òåë ñîñòàâëÿåò äîñòàòî÷íî áîëüøîé ðàçäåë Ìåõàíèêè, êîòî-
ðîìó ïîñâÿùåíû ñïåöèàëüíûå ìîíîãðàôèè, ñì. íàïðèìåð [5], [8]. Âûáîð ìàòåðèàëà ïåðâîé
÷àñòè îáóñëîâëåí öåëÿìè ïîñîáèÿ: áûñòðî ïîäâåñòè ÷èòàòåëÿ ê îñíîâíûì óðàâíåíèÿì äâè-
æåíèÿ òâåðäîãî òåëà, è ìàòåðèàëîì âòîðîé ÷àñòè, ãäå èçëàãàþòñÿ ñïåöèàëüíûå âîïðîñû,
îòíîñÿùèåñÿ â îñíîâíîì ê äâèæåíèþ òâåðäîãî òåëà íà ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó ìû íå ðàñ-
ñìàòðèâàåì òàêèå âîïðîñû, êàê óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ, äèíàìèêà òåë ïåðåìåííîé ìàññû,
òåîðèÿ ñòîëêíîâåíèé. Ñ óêàçàííûìè âîïðîñàìè ìîæíî ïîçíàêîìèòñÿ â ñëåäóþùèõ ó÷åáíè-
êàõ è ìîíîãðàôèÿõ: [3], [5], [6], [8], [10].

Èçëîæåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ çàäà÷àìè è âîïðîñàìè ðàçëè÷íîé ñòåïåíè òðóäíîñòè, ÷òî
ïîìîãàåò ÷èòàòåëþ êîíòðîëèðîâàòü ñîáñòâåííîå ïîíèìàíèå. Äëÿ çàäà÷ ïðèâîäÿòñÿ îòâåòû,
à ÷àñòè÷íî è ðåøåíèÿ. Ïðè÷åì äëÿ çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ äàíû â ðàìêå, àâòîðû ïî-
ñîáèÿ ðåêîìåíäóþò ÷èòàòåëþ ñíà÷àëà ðåøèòü èõ ñàìîñòîÿòåëüíî (à ïîòîì óæå ñðàâíèòü
ñîáñòâåííîå ðåøåíèå ñ ïðèâåäåííûì â ïîñîáèè).
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Ãëàâà 1

Êèíåìàòèêà òâåðäîãî òåëà

Â ýòîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè òâåðäîãî òåëà, ñâÿçàííûå ñ êèíåìàòèêîé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñïîñîáû îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Çàêàí÷èâàåòñÿ ãëàâà ôîðìóëîé Ýéëåðà, ñâÿçûâàþùåé ñêîðîñòè
ðàçëè÷íûõ òî÷åê òåëà.

Òâåðäîå òåëî óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàññòîÿíèÿ ìåæ-
äó êîòîðûìè íåèçìåííû, ñì. ðèñ. 1.1. Ïðè ýòîì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áóäåò ïðåä-
ïîëàãàòüñÿ íàëè÷èå òðåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé .

Ðèñ. 1.1: Ñ. Äàëè. Ãîëîâà ìàäîííû

Ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, îáðàçóþùèå òåëî, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç m1, . . ., mi, . . ..
Àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ìàññ ýòèõ òî÷åê, íàäåÿñü, ÷òî ýòî íå
ïðèâåäåò ê ïóòàíèöå.

Ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèå òåëà óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó îïðåäåëåíèþ ëèøü ïðèáëèæåííî. Íî áîëüøèíñòâî
òâåðäûõ òåë îáû÷íî òàê ìàëî èçìåíÿþò ñâîþ ôîðìó, ÷òî ìû ìîæåò ïðåíåáðå÷ü ýòèìè èçìåíåíèÿìè. Ïðåä-
ñòàâëåíèå òâåðäîãî òåëà â âèäå ñîâîêóïíîñòè ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, êàê ïðàâèëî, óïðîùàåò âûâîäû ôîðìóë.

4



Ïåðåõîä îò ôîðìóë, ñîäåðæàùèõ ñóììèðîâàíèå ïî äèñêðåòíûì òî÷êàì, ê ôîðìóëàì äëÿ ñïëîøíîãî òåëà
îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíîé ìàññ ÷àñòèö íà ìàññó, çàêëþ÷åííóþ â ýëåìåíòå îáúåìà, è èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåìó
îáúåìó òåëà.

1.1 Ïîëîæåíèå òâåðäîãî òåëà

Ñòåïåíè ñâîáîäû

×èñëî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé (èëè, êàê ÷àùå ãîâîðÿò, ïàðàìåòðîâ), êîòîðûìè îïèñûâàåò-
ñÿ äâèæåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì åå ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íåîáõîäèìî çàäàòü òðè ôóíêöèè,
îïðåäåëÿþùèå çàâèñèìîñòü åå êîîðäèíàò îò âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ìàòåðèàëüíàÿ òî÷-
êà èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû. Äâå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, æåñòêî ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé
(íàïðèìåð, ñòåðæíåì íåèçìåííîé äëèíû) îïèñûâàþòñÿ øåñòüþ ôóíêöèÿìè, êîòîðûå óæå
íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òàê êàê ìåæäó íèìè èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå, âûòåêàþùåå èç
ðàâåíñòâà ðàññòîÿíèÿ. ßñíî, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà èìååò ïÿòü ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Ïîëîæåíèå òâåðäîãî òåëà â ïðîñòðàíñòâå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ôèêñèðîâàí-
íûìè òî÷êàìè, íå ëåæàùèìè íà îäíîé ïðÿìîé. Ýòè òðè òî÷êè îïèñûâàþòñÿ äåâÿòüþ êîîðäè-
íàòàìè, ìåæäó êîòîðûìè èìåþòñÿ òðè ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàþùèå ïîñòîÿíñòâî ðàññòîÿíèé
ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. òàêèì îáðàçîì, ïîëîæåíèå òâåðäîãî òåëà çàäàåòñÿ øåñòüþ íåçàâèñè-
ìûìè ïàðàìåòðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, òâåðäîå òåëî èìååò øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû .
Ýòè øåñòü íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé (ïàðàìåòðîâ) ìîæíî îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè,
êîòîðûå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è.

×àñòî äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ òåëà ââîäÿò äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò: íåïîäâèæíóþ (èíåð-
öèàëüíóþ), êîòîðóþ ìû áóäåì ñ÷èòàòü äåêàðòîâîé ñèñòåìîé (x, y, z) ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå O, è ïîäâèæíóþ ñèñòåìó, æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ òåëîì.

Ðèñ. 1.2: Íåïîäâèæíàÿ (x, y, z) è ïîäâèæíàÿ (ξ, η, ζ) ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Öåíòð ïîäâèæíîé ñèñòåìû, êîòîðûé ìû ñïåðâà îáîçíà÷èì ÷åðåç O′, âûáèðàåòñÿ â çàâè-
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ñèìîñòè îò ðåøàåìîé çàäà÷è (îáû÷íî, óäîáíî â êà÷åñòâå O′ âçÿòü öåíòð ìàññ C òåëà, ñì.
îïðåäåëåíèå íèæå). Êîîðäèíàòû â ïîäâèæíîé ñèñòåìå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (ξ, η, ζ).
Âäîëü îñåé êîîðäèíàò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè èìåþòñÿ åäèíè÷íûå âåêòîðà (îðòû).
Èõ îáîçíà÷åíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ îñÿìè. Â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
(x, y, z) îðòû îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç e⃗x, e⃗y è e⃗z. Â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâó-
þùèå îðòû îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç e⃗ξ, e⃗η è e⃗ζ .

Ïåðâûå òðè íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà, êîòîðûå îïèñûâàþò äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, êàê
ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè O′ â íåïîäâèæíîé (èíîãäà ãîâîðÿò, àáñîëþòíîé)
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òðàäèöèîííî (è ÷àñòî, óäîáíî) â êà÷åñòâå O′ áðàòü öåíòð ìàññ ñèñòåìû
òî÷åê, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r⃗i ðàäèóñ-âåêòîð ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè mi â íåïîäâèæíîé (àáñîëþòíîé) ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà öåíòð ìàññ
C îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì

r⃗C =
1

µ

∑
i

mir⃗i, (1.1)

ãäå µ =
∑

imi � ïîëíàÿ ìàññà òâåðäîãî òåëà. Öåíòð ìàññ C åñòü êîíöåâàÿ òî÷êà âåêòîðà
r⃗C . Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôîðìàëüíî îïðåäåëåíèå öåíòðà ìàññ C çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû
êîîðäèíàò, ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. çàäà÷ó 1.1), ÷òî ñàìà òî÷êà C íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû
êîîðäèíàò, è îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê òåëà. Îòìåòèì, ÷òî öåíòð ìàññ
íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò òåëó.

Ðèñ. 1.3: Ê çàäà÷å 1.1.

Çàäà÷à 1.1 Äîêàçàòü, ÷òî öåíòð ìàññ òåëà íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ðåøåíèå: −→rC ′ = 1
µ

∑
mi

−→ri ′ = 1
µ

∑
mi(

−→ri + −→r ) ⇒ −→rC ′ = −→rC + −→r . Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû −→rC ′ è −→rC
èìåþò îäíó è òó æå êîíöåâóþ òî÷êó C, ñì. ðèñ. 1.3.

Èòàê, â êà÷åñòâå ïåðâûõ òðåõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïîëîæåíèå òåëà, êàê ïðàâè-
ëî áåðóòñÿ êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ òåëà. Îñòàëüíûå òðè ïàðàìåòðà, êîòîðûå îïèñûâàþò
äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå îñåé êîîðäèíàò â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò. Òðàäèöèîííî ýòè ïàðàìåòðû çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ óãëîâ Ýéëåðà èëè ìàòðèöû
ïåðåõîäîâ, î êîòîðûõ ðå÷ü ïîéäåò íèæå.
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Ïðîñòåéøèå çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå öåíòðà ìàññ

Íàéòè öåíòð ìàññ ñëåäóþùèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì:

Çàäà÷à 1.2 Ñèñòåìà äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ìàññîé m1 = 1, m2 = 2, ðàñïîëîæåííûõ
íà ÷èñëîâîé îñè â òî÷êàõ x1 = 0, x2 = 3 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåøåíèå: Ïî ôîðìóëå (1.1) èìååì xC = 1
3 (m1x1 +m2x2) = 2, ñì. ðèñ. 1.4 (a).

Çàäà÷à 1.3 Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ìàññ m1, . . ., mn, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîé
ïðÿìîé, è ðàññòîÿíèåì lij ìåæäó òî÷êàìè mi, mj.

Ðåøåíèå: Âûáåðåì ÷èñëîâóþ îñü òàê, ÷òî òî÷êà m1 ëåæèò â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ïóñòü x̃i � êîîðäèíàòà òî÷êè mi, Òîãäà

x̃i =

{
l1i, åñëè x̃i > 0
−l1i, åñëè x̃i < 0

Ïî ôîðìóëå (1.1) òîãäà ïîëó÷àåì

x̃C =
m2x̃2 +m3x̃3 + · · ·+mnx̃n

m1 +m2 + · · ·+mn

Çàäà÷à 1.4 Ñèñòåìà òðåõ òî÷åê îäèíàêîâîé ìàññû, ðàñïîëîæåííûõ â óãëàõ ðàâíîñòî-
ðîííåãî òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå: Ïîìåñòèì òðåóãîëüíèê ABC íà ïëîñêîñòü òàê, ÷òî A(0, 0);B(a, 0);C( 12 ,
√
3
2 ). Òîãäà ïî ôîð-

ìóëå (1.1) −→rC = 1
3

(
(0, 0) + (a, 0) + ( 12a,

√
3
2 a)

)
=
(

1
2a,

√
3
6

)
.

Ðèñ. 1.4: (a) ê çàäà÷å (1.2); (b) ê çàäà÷å (1.5); (c) ê çàäà÷å (1.6).

Çàäà÷à 1.5 Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ìàññ m1,m1 è m2, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ
ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà c îñíîâàíèåì a è âûñîòîé h êàê íà ðèñ. 1.4(b).
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Îòâåò: (xö, yö) =
(

a
2 ,

m2h
2m1+m2

)
.

Çàäà÷à 1.6 Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîé òðåõ-
óãîëüíîé ïèðàìèäû, âñå ðåáðà êîòîðîé ðàâíû a, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî (a) âñå òî÷êè èìå-
þò îäèíàêîâóþ ìàññó; (b) ìàññà òðåõ òî÷åê îäíà è òà æå, m1, à ÷åòâåðòàÿ òî÷êà èìååò
ìàññó m2.

Ðåøåíèå: Ïîìåñòèì ïèðàìèäó ABCD â R3 êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.4(c), ò.å.

A(0, 0, 0);B(a, 0, 0);C( 12a,
√
3
2 a, 0) (ò.å. △ABC ëåæèò â ïëîñêîñòè XY , òî÷êè A � íà÷àëî êîîðäèíàò,

è AB � îòðåçîê îñè OX). Òîãäà D = a
(

1
2 ,

√
3
6 ,

√
6
3

)
. Åñëè m(A) = m(B) = M(C) = m1,m(D) = m2,

ïî ôîðìóëå (1.1) ïîëó÷àåì, ÷òî −→rC = a
(

1
2 ,

√
3
6 ,

√
6
3

m2

m2+3m1

)
. Ïðè m2 = m1 íàõîäèì, ÷òî

−→rC = a
(

1
2 ,

√
3
6 ,

√
6

12

)
.

Óãëû Ýéëåðà

Ïóñòü òâåðäîå òåëî çàêðåïëåíî â íåïîäâèæíîé òî÷êå O. Äëÿ îïèñàíèÿ åãî äèíàìèêè èñ-
ïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñèñòåìû ïåðåìåííûõ. Îäíèìè èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ è åñòåñòâåííûõ
çäåñü ÿâëÿþòñÿ ò.í. óãëû Ýéëåðà (ñì. ïîäðîáíåå â [Àðõàíãåëüñêèé77]), êîòîðûå ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü êàê α, β è γ.

Äëÿ èõ ââåäåíèÿ ðàñïîëîæèì â òî÷êå O âåðøèíû äâóõ îðòîãîíàëüíûõ òðåõãðàííèêîâ:
íåïîäâèæíîãî OXY Z è ïîäâèæíîãî Oξηζ. Ïîñëåäíèé æåñòêî ñâÿçàí ñ òåëîì. Ïîêàæåì, ÷òî
ñ ïîìîùüþ òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîâîðîòîâ òðåõãðàííèêà Oξηζ îñè Oξ, Oη è Oζ âñåãäà
ìîæíî ñîâìåñòèòü c îñÿìè OX, OY è OZ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïåðâûé ïîâîðîò äåëàåì íà óãîë α âîêðóã îñè Oζ òàê, ÷òî ïëîñêîñòü Oξη îñòàåòñÿ èí-
âàðèàíòíîé, à îñü Oξ ñîâìåùàåòñÿ ñ ëèíèåé ON ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé Oξη è OXY , ñì.
ðèñ. 1.1.Çäåñü îñü ON íàçûâàåòñÿ ëèíèåé óçëîâ, à ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë α íàçûâàåòñÿ óã-
ëîì ïðåöåññèè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ïîâîðîòå (îðòîãîíàëüíîì îòíîñèòåëüíî îñè Oζ)
óãëû β è γ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 1.1 ñîõðàíÿþòñÿ.

Âòîðîé ïîâîðîò, íà óãîë β, äåëàåòñÿ âîêðóã îñè ON òàê, ÷òî îñü N îñòàåòñÿ íåïîäâèæ-
íîé, à îñü Oξ ñîâìåùàåòñÿ ñ îñüþ OZ (çàìåòèì, ÷òî îñè Oξ è OZ ëåæàò â ïëîñêîñòè OξZ
îðòîãîíàëüíîé ON). Ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë β íàçûâàåòñÿ óãëîì íóòàöèè. Î÷åâèäíî, ïðè
òàêîì îðòîãîíàëüíîì ê ON ïîâîðîòå óãîë β ñîõðàíÿåòñÿ (à íîâûå α è β ðàâíû íóëþ ïî
ïîñòðîåíèþ).

Íàêîíåö, ïîñëåäíèé òðåòèé ïîâîðîò îñåé ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äåëàåòñÿ íà
óãîë γ îðòîãîíàëüíî îñèOζ = OZ òàê, ÷òîáû îñüOξ = ON ñîâìåñòèëàñü ñOX. Òîãäà îñüOη
àâòîìàòè÷åñêè ñîâìåñòèòñÿ ñ OY â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåì êîîðäèíàò (è òîãî, ÷òî èõ
îðòû îáðàçóþò îäèíàêîâî îðèåòèðîâàííûå (ïðàâûå) òðîéêè âåêòîðîâ). Óãîë γ íàçûâàåòñÿ
óãëîì ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, òðè ïîâîðîòà, îïðåäåëÿåìûå óãëàìè Ýéëåðà α, β è γ, ïîçâîëÿþò ïîëíî-
ñòüþ çàäàòü ïîëîæåíèå ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû
ïðè óñëîâèè, ÷òî èõ íà÷àëà êîîðäèíàò ñîâïàäàþò.
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Ðèñ. 1.5: Ê îïðåäåëåíèþ óãëîâ Ýéëåðà.

Ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó îðòàìè ïîäâèæíîé è íåïîäâèæíîé ñèñòåì êîîðäèíàò

Ðàçëîæèì îðòû e⃗ξ, e⃗η, e⃗ζ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïî îðòàì e⃗x, e⃗y, e⃗z íåïîäâèæíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò:

e⃗ξ = a11e⃗x + a12e⃗y + a13e⃗z, e⃗η = a21e⃗x + a22e⃗y + a23e⃗z, e⃗ζ = a31e⃗x + a32e⃗y + a33e⃗z, èëè e⃗ξ

e⃗η

e⃗ζ

 = A

 e⃗x

e⃗y

e⃗z

 , ãäå A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 .

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà. Ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ íàïðàâëÿþ-
ùèìè êîñèíóñàìè îðòîâ e⃗ξ, e⃗η, e⃗ζ .

Ëåììà 1.1 Ìàòðèöà ïåðåõîäà A îðòîãîíàëüíàÿ, òî åñòü

AAT = ATA = E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ñòîëáöû òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû AT ÿâëÿþòñÿ êîîðäè-
íàòàìè îðòîâ e⃗ξ, e⃗η, e⃗ζ â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òàê êàê ýòè îðòû âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû è äëèíà êàæäîãî èç íèõ ðàâíà åäèíèöå, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàçíûõ
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îðòîâ ðàâíî íóëþ, à ñêàëÿðíûé êâàäðàò êàæäîãî îðòà ðàâåí åäèíèöå. Îòñþäà è îïðåäåëåíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. 2

1.2 Óãëîâàÿ ñêîðîñòü

Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå òåëà � ýòî òàêîå, ïðè êîòîðîì èìååòñÿ ïðÿìàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê (îñü âðàùåíèÿ), à îñòàëüíûå òî÷êè äâèæóòñÿ ïî îêðóæíîñòÿì â ïëîñêîñòÿõ,
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè âðàùåíèÿ. Ðàññìîòðèì âðàùåíèå îäíîé òàêîé ôèêñèðîâàííîé ïëîñ-
êîñòè P âîêðóã òî÷êè, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç S0. Î÷åâèäíî, âðàùåíèå ïëîñêîñòè P ïîë-
íîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ óãëîì φ(t), êîòîðûé çàìåòàåò çà âðåìÿ t ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé
ëó÷, âûõîäÿùèé èç S0 è ïðèíàäëåæàùèé P . Âåëè÷èíà dφ(t)

dt
= ω(t) ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé (ñêà-

ëÿðíîé) ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ ïëîñêîñòè P â ìîìåíò âðåìåíè t. Åñëè òî÷êà ïëîñêîñòè íàõî-
äèòñÿ íà ðàññòîÿíèè r0 îò S0, òî âåëè÷èíà ìãíîâåííîé ñêîðîñòè ýòîé òî÷êè ðàâíà v = ω · r0.

Ðèñ. 1.6:

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O íà îñè âðàùåíèÿ l â êà÷å-
ñòâå íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òîãäà êàæäàÿ ìàòåðèàëüíàÿ
òî÷êà mi ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû (òâåðäîãî òåëà) íàäåëÿåòñÿ
ðàäèóñîì-âåêòîðîì r⃗i. ßñíî, ÷òî ñêàëÿðíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ω îäíà è òà æå äëÿ âñåõ ïëîñêîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè
âðàùåíèÿ l. Ïîýòîìó âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ïîëíîñòüþ õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè ω⃗, äëèíà êîòîðîãî
ðàâíà óãëîâîé ñêîðîñòè ω = |ω⃗|, à íàïðàâëåíèå âûáðàíî òàê,
÷òîáû âåêòîðû ω⃗, r⃗ è v⃗ îáðàçîâûâàëè ïðàâóþ òðîéêó. Òàêèì
îáðàçîì, ñêîðîñòü v⃗ òî÷åê òåëà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (ñì.
ðèñ. 1.6).

v⃗ = ω⃗ × r⃗. (1.2)

Îòìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, |v⃗| = |ω⃗| · |r⃗| sinα = ω · r0,
ãäå r0 � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî îñè âðàùåíèÿ. Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå âåêòîðà óãëîâîé

ñêîðîñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè O íà îñè âðàùåíèÿ (õîòÿ îò
âûáîðà ýòîé òî÷êè çàâèñèò âåêòîð r⃗).

Âðàùåíèå ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðà q⃗ = q⃗(t) ïî ïåðåìåííîé t (îáû÷íî, ïîä ýòîé ïåðåìåííîé
ïîíèìàåòñÿ âðåìÿ) îïðåäåëÿåòñÿ (è îáîçíà÷àåòñÿ) ñëåäóþùèì îáðàçîì

˙⃗q = lim
∆t→0

q⃗(t+∆t)− q⃗(t)

∆t
.

Â ìåõàíèêå âåêòîð ˙⃗q èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñêîðîñòü âåêòîðà q⃗.
Âûðàçèì ñêîðîñòè ˙⃗eξ, ˙⃗eη, ˙⃗eζ äâèæåíèÿ îðòîâ e⃗ξ, e⃗η, e⃗ζ ÷åðåç ýòè îðòû. ßñíî, ÷òî ýòè

ñêîðîñòè õàðàêòåðèçóþò âðàùåíèå ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó äàííûå îðòû
æåñòêî ñâÿçàíû ñ òåëîì, òî óêàçàííûå ñêîðîñòè äîëæíû õàðàêòåðèçîâàòü âðàùåíèå òâåð-
äîãî òåëà.
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Èç ðàâåíñòâà  e⃗ξ

e⃗η

e⃗ζ

 = A

 e⃗x

e⃗y

e⃗z

 (1.3)

âûòåêàåò  e⃗x

e⃗y

e⃗z

 = A−1

 e⃗ξ

e⃗η

e⃗ζ


Äèôôåðåíöèðóÿ (1.3) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî îðòû e⃗x, e⃗y, e⃗z íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, ïîëó÷àåì ˙⃗eξ

˙⃗eη

˙⃗eζ

 = Ȧ

 e⃗x

e⃗y

e⃗z

 = ȦA−1

 e⃗ξ

e⃗η

e⃗ζ

 = Ω

 e⃗ξ

e⃗η

e⃗ζ

 , ãäå Ω = ȦA−1. (1.4)

Ìàòðèöà Ω íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé âðàùåíèÿ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Íåîòúåìëåìîé ñîñòàâëÿþùåé äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ âðàùåíèå (äàæå ïàðàë-

ëåëüíûé ïåðåíîñ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âðàùåíèå âîêðóã áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè).
Ïîýòîìó îäíîé èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè,
êîòîðûé ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû âðàùåíèÿ.

Ëåììà 1.2 Ìàòðèöà âðàùåíèÿ Ω êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ, òî åñòü Ω = −ΩT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1.1 âûòåêàåò, ÷òî Ω = ȦA−1 = ȦAT . Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî
AAT = E, ïîëó÷àåì

0 =
d

dt

(
AAT

)
= ȦAT +AȦT = ȦAT +

(
ȦAT

)T
= Ω+ ΩT . 2

Èç ëåììû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà âðàùåíèÿ èìååò âèä

Ω =

 0 ωζ −ωη

−ωζ 0 ωξ

ωη −ωξ 0

 (1.5)

Ðàâåíñòâî (1.4) ïåðåïèñûâàåòñÿ â ôîðìå ˙⃗eξ

˙⃗eη

˙⃗eζ

 =

 0 ωζ −ωη

−ωζ 0 ωξ

ωη −ωξ 0

 e⃗ξ

e⃗η

e⃗ζ

 . (1.6)

Âåêòîð
ω⃗ = ωξe⃗ξ + ωηe⃗η + ωζ e⃗ζ (1.7)

íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè.

Çàäà÷à 1.7 Äâà öèëèíäðà C1 è C2 ðàäèóñîâ R1 è R2 êàñàþòñÿ äðóã äðóãà (ðèñ. 1.2). Öè-
ëèíäð C1 ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé öåíòðàëüíîé îñè ñ óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ ω, à öèëèíäð C2 äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî C1 áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà
îñü öèëèíäðà C2 íåïîäâèæíà, íàéòè âåëè÷èíó ω2 óãëîâîé ñêîðîñòè öèëèíäðà C2.
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Ðèñ. 1.7: Ê çàäà÷å 1.7: (a) öèëèíäð C2 ñíàðóæè; (b) öèëèíäð C2 èçíóòðè.

Ðåøåíèå: v = R1ω = R2ω2 ⇒ ω2 = R1

R2
ω, ñì. ðèñ. 1.8.

Çàäà÷à 1.8 Äëÿ çàäà÷è 1.7, èñïîëüçóÿ ìàòåðèàëû ðàçäåëà 1.2, äîïîëíèòåëüíî âû÷èñëèòü
(à) ìàòðèöó ïåðåõîäà A ìåæäó êîîðäèíàòàìè (X,Y, Z) è (ξ, η, ζ) íåïîäâèæíîé è âðà-
ùàþùåéñÿ ñèñòåì êîîðäèíàò, ïîñëåäíÿÿ çàêðåïëåíà ñ C2 êàê íà ðèñ. 1.2; (b) ìàòðèöó
âðàùåíèÿ Ω; (c) âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè −→ω ; (d) ÷òî èçìåíèòñÿ, åñëè öèëèíäð C2 áóäåò
ðàñïîëîæåí âíóòðè C1 ?.

Îòâåò: (a) A =

 cosω2t − sinω2t 0
sinω2t cosω2t 0

0 0 1

, (b) Ω =

 0 ω2 0
−ω2 0 0
0 0 0

, (c) −→ω 2 =

(0, 0,−ω2), (d)
−→ω 2 = (0, 0, ω2).

Ðèñ. 1.8:
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Ôîðìóëû Ïóàññîíà

Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ω⃗ îêàçàëîñü òî, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ
âûðàæàþòñÿ ïîëåçíûå êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, è óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó íåêîòîðûìè òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Ëåììà 1.3 Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
˙⃗eξ = ω⃗ × e⃗ξ

˙⃗eη = ω⃗ × e⃗η

˙⃗eζ = ω⃗ × e⃗ζ

(1.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì (1.6) â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:
˙⃗eξ = ωζ e⃗η − ωηe⃗ζ

˙⃗eη = −ωζ e⃗ξ + ωξe⃗ζ

˙⃗eζ = ωηe⃗ξ − ωξe⃗η

(1.9)

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (1.7) ñïðàâà âåêòîðíî íà âåêòîð e⃗ξ. Ó÷èòûâàÿ (1.9), ïîëó÷èì

ω⃗ × e⃗ξ = ωη (e⃗η × e⃗ξ) + ωζ (e⃗ζ × e⃗ξ) = −ωηe⃗ζ + ωζ e⃗η = ˙⃗eξ.

Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà èç (1.8) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. 2
Ðàâåíñòâà ñèñòåìû (1.8) íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè Ïóàññîíà.

Ôîðìóëà Ýéëåðà î ñêîðîñòÿõ òî÷åê òåëà

Ïîñêîëüêó òî÷êè òâåðäîãî òåëà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäÿòñÿ íà ôèêñèðîâàííîì ðàñ-
ñòîÿíèè äðóã îò äðóãà, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñêîðîñòè ðàçëè÷íûõ òî÷åê ñâÿçàíû
íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèåì, ñì. ðèñ. 1.9. Ðàññìîòðèì ñêîðîñòè v⃗A, v⃗B äâóõ òî÷åê A, B ñîîò-
âåòñòâåííî òâåðäîãî òåëà. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1.4 Ïóñòü ω⃗ � óãëîâàÿ ñêîðîñòü. Òîãäà

v⃗B = v⃗A + ω⃗ ×
−→
AB. (1.10)

r
r

O

Ðèñ. 1.9: Ñêîðîñòè òî÷åê òåëà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó r⃗A +
−→
AB = r⃗B (ñì. ðèñ. 1.9), òî ˙⃗rA +

−̇→
AB = ˙⃗rB, òî åñòü

v⃗A +
−̇→
AB = v⃗B. (1.11)

Â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîð
−→
AB çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ξ0e⃗ξ + η0e⃗η + ζ0e⃗ζ . ×èñëà

ξ0, η0, ζ0 íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, ïîñêîëüêó â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîð
−→
AB

íåïîäâèæåí. Ïîýòîìó
−̇→
AB = ξ0 ˙⃗eξ+η0 ˙⃗eη+ζ0 ˙⃗eζ . Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (1.11) è ôîðìóëû

Ïóàññîíà (1.8), ïîëó÷àåì

v⃗B = v⃗A + ξ0 ˙⃗eξ + η0 ˙⃗eη + ζ0 ˙⃗eζ = v⃗A + ξ0 (ω⃗ × e⃗ξ) + η0 (ω⃗ × e⃗η) + ζ0 (ω⃗ × e⃗ζ) =

= v⃗A + ω⃗ × (ξ0e⃗ξ + η0e⃗η + ζ0e⃗ζ) = v⃗A + ω⃗ ×
−→
AB.

Ýòî âëå÷åò ðàâåíñòâî (1.10). 2
Ðàâåíñòâî (1.10) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà î ñêîðîñòÿõ òî÷åê òåëà.

Çàäà÷à 1.9 Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 1.8 â ñëó÷àå, êîãäà öèëèíäð C2 êàòèòñÿ ðàâíîìåðíî (ïëîñêî-
ïàðàëëåëüíî è áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ) ïî ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà C1 è äåëàåò ïîëíûé îáîðîò
âîêðóã íåãî çà âðåìÿ T , íàéòè ω2. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà (i) ω = 0; (ii) C2 äâèæåòñÿ
ïî íàïðàâëåíèþ âðàùåíèÿ öèëèíäðà C1; (iii) C2 äâèæåòñÿ ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ
öèëèíäðà C1; (iv) C2 êàòèòñÿ âíóòðè öèëèíäðà C1 (ðèñ.1.8(b)).

Óêàçàíèå: Âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà −→vO2 = −→vQ +−→ω ×−−→
QO2, ñâÿçûâàþùåé ñêîðîñòè òî÷åê O2

è Q öèëèíäðà C2. Çäåñü O2 � öåíòð êðóãà C2, à Q � òî÷êà êàñàíèÿ êðóãîâ C1 è C2, ñì. ðèñ. 1.8

Çàäà÷à 1.10 Ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ K, âûñîòîé h è óãëîì ïðè âåðøèíå α (ðèñ.1.10), ðàâ-
íîìåðíî è áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ êàòèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè òàê, ÷òî âåðøèíà
O1 íåïîäâèæíà, à ïîëíûé îáîðîò ïðîèñõîäèò çà âðåìÿ T . Íàéòè óãëîâóþ ñêîðîñòü −→ω
êîíóñà è ìàòðèöó âðàùåíèÿ Ω .

Íàáðîñîê ðåøåíèÿ. Äâèæåíèå êîíóñà ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî ïëîñ-
êîñòè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ −→ω 1 = (0, 0, ω1) è âðàùåíèÿ âîêðóã îñè O1O2. Î÷åâèäíî,
ω1 =

2π
T
è ω2 =

vO2

R2
= 2πR1

Th tan α
2
. Òîãäà

−→ω 2 = ω2

(
cos

α

2
cos t, cos

α

2
sin t, sin

α

2

)
,

ãäå t � ýòî óãîë ìåæäó ïðîåêöèåé âåêòîðà
−−−→
O1O2 íà ïëîñêîñòü XY è îñüþ OX. Òîãäà

−→ω = (ωξ, ωη, ωζ) =
−→ω 1 +

−→ω 2 =
2πR1

Th tan α
2

(
cos

α

2
cos t, cos

α

2
sin t,

h tan α
2

R1

+ sin
α

2

)
.

Ìàòðèöà âðàùåíèÿ Ω íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (1.5).
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Ðèñ. 1.10:

Íåçàâèñèìîñòü óãëîâîé ñêîðîñòè îò âûáîðà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (1.7), âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ω⃗ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îðòû ïîäâèæíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò (ξ, η, ζ), êîòîðàÿ æåñòêî ñâÿçàíà ñ òåëîì. Ïîýòîìó ôîðìàëüíî ω⃗ çàâèñèò
îò âûáîðà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûáîðå äðóãîé ïîäâèæíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ìû ïîëó÷èì òàêîé æå âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè.

Ëåììà 1.5 Ïóñòü (ξ′, η′, ζ ′) ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì,
è ïóñòü

ω⃗′ = ω′
ξ′ e⃗ξ′ + ω′

η′ e⃗η′ + ω′
ζ e⃗ζ′

âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, âûðàæåííûé ÷åðåç îðòû ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òîãäà

ω⃗′ = ω⃗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò (ξ′, η′, ζ ′) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Ýéëåðà, àíàëîãè÷-
íàÿ (1.10), ò.å.

v⃗B = v⃗A + ω⃗′ ×
−→
AB,

ãäå A, B � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè òåëà. Îòñþäà è (1.10) âûòåêàåò, ÷òî

ω⃗ ×
−→
AB = ω⃗′ ×

−→
AB, èëè

(
ω⃗ − ω⃗′)×−→

AB = 0.

Ïîñêîëüêó òî÷êè A, B ïðîèçâîëüíûå, è òåëî ñîäåðæèò òðè òî÷êè, íå ëåæàùèõ íà îäíîé
ïðÿìîé, òî ω⃗′ = ω⃗. 2
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1.3 Âèäû äâèæåíèé òâåðäîãî òåëà

Ñàìûé ïðîñòîé âèä äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà � ïîñòóïàòåëüíûé, êîãäà îòðåçîê, ïðîâåäåí-
íûé ìåæäó ëþáûìè òî÷êàìè òåëà, ïåðåìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñêîðîñòè âñåõ òî÷åê òåëà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè îäèíàêîâû. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòóïà-
òåëüíîå äâèæåíèå ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ çàäàíèåì äâèæåíèÿ êàêîé-ëèáî îäíîé òî÷êè
òåëà.

Íåìíîãèì áîëåå ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîå äâèæåíèå, êîãäà òðàåêòîðèè âñåõ òî÷åê ëå-
æàò â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ. Äâèæåíèå òåëà, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿåòñÿ äâèæåíèåì
îäíîãî èç åãî ñå÷åíèé â êàêîé-ëèáî èç ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé. Ïîñêîëüêó ïîëîæåíèå
ñå÷åíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì äâóõ òî÷åê, òî ïëîñêîå äâèæåíèå ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ äâèæåíèåì (âûáðàííûõ) äâóõ òî÷åê òåëà â ôèêñèðîâàííîì ñå÷åíèè.

Ñëåäóþùåå ïî íàãëÿäíîñòè äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà � âðàùàòåëüíîå, êîãäà èìååòñÿ ôèê-
ñèðîâàííàÿ ïðÿìàÿ (îíà íàçûâàåòñÿ îñüþ âðàùåíèÿ), íà êîòîðîé âñå òî÷êè òåëà íåïîäâèæ-
íû, à îñòàëüíûå òî÷êè äâèæóòñÿ ïî îêðóæíîñòÿì â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè
âðàùåíèÿ, ñì. ðèñ. 1.6.

Çàäà÷à 1.11 Îïðåäåëèòü ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû äëÿ 1) ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ; 2)
ïëîñêîãî äâèæåíèÿ; 3) âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ.

Îòâåò: 1) 3; 2) 3; 3) 1.

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè âðàùàòåëüíîãî è ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèé (îáû÷íî
ïîñòóïàòåëüíûì äâèæåíèåì ñîâìåùàþò öåíòð ìàññ òåëà â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñ öåíòðîì
ìàññ òåëà â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè, à çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå, ñì.
äåòàëè íèæå).

Òåîðåìà Ýéëåðà-Äàëàìáåðà

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, èìåþùåãî îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ýéëåðà-Äàëàìáåðà, â êîòîðîé ïîä ïåðåìåùåíèåì òåëà ïîíèìàåòñÿ äâè-
æåíèå â òå÷åíèå êîíå÷íîãî îòðåçêà âðåìåíè.

Òåîðåìà 1.1 Ëþáîå ïåðåìåùåíèå òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ìîæíî ïîëó÷èòü îäíèì
ïîâîðîòîì òåëà âîêðóã îïðåäåëåííîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì íåïîäâèæíóþ òî÷êó ÷åðåç O. Ïîëîæåíèå òâåðäîãî òåëà îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ëþáûõ òðåõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó â íàøåì
ñëó÷àå ïîëîæåíèå òåëà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì äâóõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé
ñ òî÷êîé O. Ðàññìîòðèì ñôåðó S2 ñ öåíòðîì â O, ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ òåëîì, òàêóþ, ÷òî íà
S2 èìåþòñÿ òî÷êè, ñêàæåì A è B, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé ñ òî÷êîé ñ O. Äàëåå ïîä
îòðåçêîì íà S2 ìû ïîíèìàåì ãåîäåçè÷åñêèé îòðåçîê (íàèìåíüøàÿ äóãà áîëüøîé îêðóæíî-
ñòè, ñîåäèíÿþùàÿ äàííûå òî÷êè). Äâà ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæåíèÿ P1 è P2 òåëà ïîëíîñòüþ
õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîëîæåíèÿìè îòðåçêîâ A1B1 è A2B2 îòðåçêà AB (íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A, B íå ÿâëÿþòñÿ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè ñôåðû
S2, è îòðåçîê AB îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî), ñì. ðèñ. 1.11 (a).
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‘

(b)
(a)

Ðèñ. 1.11:

Áîëüøóþ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè Ai, Bi, îáîçíà÷èì ÷åðåç Si, i = 1, 2.
Ïðîâåäåì ÷åðåç ñåðåäèíû A0 è B0 îòðåçêîâ A1A2 è B1B2 ñîîòâåòñòâåííî áîëüøèå êðóãè,
ïåðïåíäèêóëÿðíûå A1A2 è B1B2. Îáîçíà÷èì ýòè êðóãè ÷åðåç CA è CB ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè
CA = CB, òî áîëüøèå êðóãè S1, S2 è CA = CB ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ òî÷êàõ, ñêàæåì D1 è D2. Òîãäà ïîâîðîò ñôåðû S2 âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç
òî÷êè D1,O, D2 è ïåðåâîäÿùèé S1 â S2, ïåðåâîäèò A1B1 â A2B2, ñì. ðèñ. 1.11 (b)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà áîëüøèå êðóãè CA è CB íå ñîâïàäàþò. Òîãäà îíè ïåðå-
ñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ, è ìû âîçüìåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ O′, ëåæàùóþ â îäíîì ïîëóøàðèè
ñ òîêàìè A1, B1, A2, B2. Òàê êàê O′ ëåæèò íà ïåðïåíäèêóëÿðå, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç ñåðåäè-
íó A1A2, òî îòðåçêè A1O

′, A2O
′ ðàâíû. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòðåçêè B1O

′, B2O
′

òàêæå ðàâíû. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè A1B1O
′, A2B2O

′ ðàâíû (ïðèçíàê ðàâåíñòâà ïî òðåì
ñòîðîíàì). Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî óãëîâ ∠A1O

′B1 = ∠A2O
′B2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâîðîò

âîêðóã îñè OO′, ïåðåâîäÿùèé îòðåçîê A1O
′ â A2O

′, ïåðåâîäèò îòðåçîê B1O
′ â B2O

′. Ïîýòîìó
ýòîò ïîâîðîò ïåðåâîäèò A1B1 â A2B2. 2

Èç òåîðåìû 1.1 âûòåêàåò, ÷òî äâèæåíèå çàêðåïëåííîãî â òî÷êå òåëà â êàæäûé

ìîìåíò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âðàùåíèå âîêðóã ìãíîâåííîé îñè, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç òî÷êó çàêðåïëåíèÿ . Ïîëîæåíèå ýòîé ìãíîâåííîé îñè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè,
âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíÿåòñÿ. Ñêîðîñòü òî÷åê òåëà, ñîãëàñíî (1.2), ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

v⃗i = ω⃗ × r⃗i, (1.12)

ãäå ω⃗ � ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü, r⃗i � ðàäèóñ-âåêòîð ìàòåðèàëüíîé òî÷êè mi.

Ïðåäñòàâëåíèå äâèæåíèÿ â âèäå êîìïîçèöèè âðàùàòåëüíîãî è ïîñòóïàòåëüíîãî

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dt äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè t. Åãî ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ãëàäêî çàâèñÿùåå îò t îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ìåòðèêó è îðèåíòàöèþ
ïðîñòðàíñòâà. Åñëè äâèæåíèå Dt ÿâëÿåòñÿ ïîñòóïàòåëüíûì, òî îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñäâèã. ßñíî, ÷òî âðàùåíèå çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè òàêæå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå. Íèæå ïîä êîìïîçèöèåé äâèæåíèé ïîíèìàåòñÿ êîìïîçèöèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîáðàæåíèé.
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Ëåììà 1.6 Ëþáîå äâèæåíèå Dt îäíîçíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ âðàùåíèÿ R è ñäâè-
ãà S, ðèñ. 1.12,

Dt = R ◦ S.

Ðèñ. 1.12: Êîìïîçèöèÿ âðàùàòåëüíîãî è ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C � íà÷àëî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ
òåëîì. Ïîä äåéñòâèåì äâèæåíèÿDt òî÷êà C ïåðåìåñòèòñÿ âDt(C). Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ñäâèã,
ïåðåâîäÿùèé òî÷êó C â Dt(C). Òîãäà Dt ◦ S−1 åñòü äâèæåíèå ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé S(C),
ïîñêîëüêó Dt ◦ S−1 (S(C)) = Dt(C) = S(C). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1, äâèæåíèå Dt ◦ S−1 åñòü
âðàùåíèå, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç R. Èç Dt ◦ S−1 = R âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî
Dt = R ◦ S. 2
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Ãëàâà 2

Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà

Â ýòîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè òâåðäîãî òåëà, ñâÿçàííûå ñ äèíàìèêîé. Ñïåðâà ìû íàïîìè-
íàåì îñíîâíûå äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå èñïîëüçóþò â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ îïèñàíèÿ
ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Çàêàí÷èâàåòñÿ ãëàâà îñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà.

2.1 Îñíîâíûå äèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû

Îñíîâíûìè äèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ÿâëÿþòñÿ èìïóëüñ è
ìîìåíò èìïóëüñà (êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò). Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå äèíàìè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ òâåðäîãî òåëà, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñèñòåìà ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê.

Èìïóëüñ1

Äëÿ ñèñòåìû òî÷åê èìïóëüñ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p⃗ =
∑
i

miv⃗i,

ãäå ÷åðåçmi è v⃗i îáîçíà÷åíà ìàññà è ñêîðîñòü ñîîòâåòñòâåííî i-îé òî÷êè ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó
òâåðäîå òåëî ìû ðàññìàòðèâàåì êàê ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, òî ïðèâåäåííîå ðàâåíñòâî
îïðåäåëÿåò èìïóëüñ òâåðäîãî òåëà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F⃗ i ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà i-óþ òî÷êó. Íàïîìíèì, ÷òî âòîðîé çàêîí
Íüþòîíà äëÿ i-îé òî÷êè ïèøåòñÿ â âèäå mi

dv⃗i

dt
= F⃗ i. Òîãäà

dp⃗

dt
=
∑
i

mi
dv⃗i

dt
=
∑
i

F⃗ i.

Åñëè ñ÷èòàòü (êàê îáû÷íî), ÷òî âíóòðåííèå ñèëû ñèñòåìû òî÷åê ïîä÷èíÿþòñÿ òðåòüåìó
çàêîíó Íüþòîíà - äåéñòâèå ðàâíî ïðîòèâîäåéñòâèþ - òî âûøåïðèâåäåííîå ðàâåíñòâî ïðè-
íèìàåò âèä

dp⃗

dt
=
∑
i

F⃗ i,âíåø, (2.1)

1Â óñòàðåâøåé òåðìèíîëîãèè - êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ.

19



ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî âíåøíèå ñèëû (ñóììà âíóòðåííèõ ñèë ðàâíà íóëþ).
Ðàâåíñòâî (2.1), ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿåòñÿ âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà äëÿ òâåðäîãî òåëà. Åñëè
â êà÷åñòâå öåíòðà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âçÿòü öåíò ìàññ (1.1), òî ìû ïîëó÷àåì,
ôàêòè÷åñêè, êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà. Èìåííî,

dp⃗

dt
=
∑
i

mi
dv⃗i

dt
=
∑
i

mi
d2r⃗i

dt2
= µ

d2

dt2

(
1

µ

∑
i

mir⃗i

)
= µ

d2r⃗C

dt2
= µ

dv⃗C

dt
,

ãäå v⃗C îçíà÷àåò ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ C, µ =
∑

imi. Ðàâåíñòâî (2.1) ïðèíèìàåò âèä

µ
dv⃗C

dt
=
∑
i

F⃗ i,âíåø. (2.2)

Òàêèì îáðàçîì, öåíòð ìàññ �âåäåò ñåáÿ� êàê ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, â êîòîðîé ñîñðåäîòî÷åíà
ìàññà âñåãî òåëà è ê êîòîðîé ïðèëîæåíû âñå (âíåøíèå) ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òåëî.

Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò (ìîìåíò èìïóëüñà)

Èìïóëüñ (êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ) ìàòåðèàëüíîé òî÷êèmi ðàâåímiv⃗i. Ìîìåíò èìïóëüñà ýòîé
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò O íåïîäâèæíîé ñèñòåìû ðàâåí r⃗i ×
(miv⃗i). Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò (ìîìåíò èìïóëüñà) òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî òî÷êè O
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

L⃗O =
∑
i

r⃗i × (miv⃗i). (2.3)

Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò çàâèñèò îò òî÷êè O, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îí âû÷èñëåí. Íàé-
äåì ñîîòíîøåíèå êèíåòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ, âû÷èñëåííûõ îòíîñèòåëüíî ðàçíûõ òî÷åê (äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî òåëà). Ïóñòü

L⃗1 =
∑
i

r⃗i
(1) × (miv⃗i), L⃗2 =

∑
i

r⃗i
(2) × (miv⃗i)

ìîìåíòû èìïóëüñà, âû÷èñëåííûå îòíîñèòåëüíî òî÷åê O1 è O2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà r⃗i
(1) =

r⃗i
(2) +

−−−→
O1O2. Ïîýòîìó

L⃗1 =
∑
i

(
r⃗i

(2) +
−−−→
O1O2

)
× (miv⃗i) =

∑
i

r⃗i
(2) × (miv⃗i) +

−−−→
O1O2 ×

∑
i

(miv⃗i) = L⃗2 +
−−−→
O1O2 × p⃗.

Äëÿ ññûëîê çàïèøåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå â âèäå îêîí÷àòåëüíîãî ðàâåíñòâà

L⃗O1 = L⃗O2 +
−−−→
O1O2 × p⃗. (2.4)

Ìîìåíò ñèë

Åñëè íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó äåéñòâóåò ñèëà F⃗ , òî ìîìåíò ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî íåêî-
òîðîé òî÷êè O ðàâåí M⃗O = r⃗ × F⃗ , ñì. ðèñ. 2.1.
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Ðèñ. 2.1: Ìîìåíò ñèëû F⃗
îòíîñèòåëüíî òî÷êè O.

Äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (â ÷àñòíîñòè, äëÿ òâåð-
äîãî òåëà) ìîìåíò ñèë ðàâåí

M⃗O =
∑

i r⃗i × F⃗ i.

Äëÿ òâåðäîãî òåëà äàííîå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäó-
þùåé (áîëåå òî÷íîé) ôîðìå

M⃗O =
∑
i

r⃗i × F⃗ i,âíåø (2.5)

Çàäà÷à 2.1 Öèëèíäðè÷åñêèé êàòîê ðàäèóñà R è ìàññîé m
èìååò ðó÷êó, çà êîòîðóþ åãî ìîæíî êàòèòü ïî ïîâåðõíî-
ñòè. Êàòîê ñòîèò ó ïîðîãà âûñîòîé h < R (ðèñ. 2.2).
(à) C êàêîé ìèíèìàëüíîé ñèëîé F⊤ íóæíî òÿíóòü êàòîê çà ðó÷êó ãîðèçîíòàëüíî, ÷òîáû
ïåðåêàòèòü åãî ÷åðåç ïîðîã?
(b) Ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà òàêîé �ïåðåêàòûâàþùåé� ñèëû F⊤, íàïðàâëåííîé âäîëü ðó÷êè
êàòêà, çàâèñèò îò óãëà β íàêëîíà ðó÷êè. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì β âåëè÷èíà ñèëû F⊤(β)
áóäåò ìèíèìàëüíîé, è íàéòè åå çíà÷åíèå.

Ðèñ. 2.2: Ê çàäà÷å 2.1: (a) F⊤ ãîðèçîíòàëüíà; (b) F⊤ íàïðàâëåíà ïîä óãëîì β ê ãîðèçîíòàëè.

Ðåøåíèå: (a) Î÷åâèäíî, äëÿ âåëè÷èíû F⊤ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
−−→
OQ×

−→
F⊤ = −

−−→
OQ×m−→g

èëè, â ñêàëÿðíîé ôîðìå, F⊤R sinα = mgR cosα, ñì. ðèñ. 2.2 (a). Îòêóäà F⊤ = mg ctg α. Òàê

êàê sinα = R−h
R , òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî F⊤ = mg

√
2Rh−h2

R−h .

(b) Èç ðèñóíêà 2.2(b) âûâîäèì, ÷òî F⊤R sin(α + β) = mgR cosα, ò.å. F⊤ = mg cosα
sin(α+β) . Òîãäà

ìèíèìóì F⊤ áóäåò ïðè sin(α + β) = 1, è ñîîòâåòñòâåííî F⊤min =
√
2Rh−h2

R . Çàìåòèì, ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå âåêòîðà
−−→
OQ è

−→
F⊤ îðòîãîíàëüíû (÷òî èíòóèòèâíî ïîíÿòíî).
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Çàäà÷à 2.2 Âàãîí ñòîèò íà ðåëüñàõ. ×òîáû åãî òîëêíóòü, íóæíî ïðèëîæèòü ñèëó F0

(ðèñ. 2.3(à)). Ìîæíî ëè åãî ïîäâèíóòü âàãîí ñ ìåíüøåé ñèëîé, èñïîëüçóÿ æ/ä êëþ÷ ñ
äëèííîé ðó÷êîé, êîòîðûé êðåïèòñÿ ê êîëåñó â äâóõ åãî òî÷êàõ � ê îñè êîëåñà è ê åãî
îáîäó?

Ðèñ. 2.3: (a) Ê çàäà÷å 2.2, (á) ðàñïðåäåëåíèå ñèë íà æ/ä êëþ÷ (ðû÷àã) è êîëåñî.

Ïîäñêàçêà: Ïóñòü
−→
f � èñêîìàÿ ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê êîíöó ðû÷àãà (æ/ä êëþ÷), òîãäà ðàñïðåäåëåíèå

ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ðû÷àã è êîëåñî áóäåò òàêèì êàê íà ðèñ. 2.3(á), ãäå l � äëèíà ðû÷àãà, r � ðàäèóñ

êîëåñà. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî fl = Nr. Òàê êàê N = F = Fò ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, ïîëó÷àåì,

÷òî f = Fr/l è ñîîòâåòñòâåííî fmin = F0r/l. Òîãäà fmin < F0 åñëè l > r.

Ìîìåíòû èíåðöèè è òåíçîð èíåðöèè

Âûðàçèì êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò (ìîìåíò èìïóëüñà) L⃗O =
∑

i r⃗i × (miv⃗i) ÷åðåç óãëîâóþ
ñêîðîñòü. Â ñèëó (1.12), v⃗i = ω⃗ × r⃗i. Ïîýòîìó

L⃗O =
∑
i

r⃗i × (miω⃗ × r⃗i) =
∑
i

mi (r⃗i × (ω⃗ × r⃗i)) .

Ïðèìåíèì ê ïðîèçâåäåíèþ r⃗i × (ω⃗ × r⃗i) ôîðìóëó "áàö ìèíóñ öàá" , òî åñòü

a⃗×
(⃗
b× c⃗

)
= b⃗ (a⃗ · c⃗)− c⃗(a⃗ · b⃗) (2.6)

Ïîëó÷èì (â êîíöå ìû ó÷èòûâàåì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü äëÿ âåêòîðîâ ω⃗ = (ωx;ωy;ωz) è
r⃗i = (xi; yi; zi))

L⃗O =
∑
i

mi (r⃗i × (ω⃗ × r⃗i)) =
∑
i

mi

[
ω⃗r⃗i

2 − r⃗i(ω⃗ · r⃗i)
]
= ω⃗

∑
i

mir⃗i
2 −

∑
i

mir⃗i(ω⃗ · r⃗i) =
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= ω⃗
∑
i

mi(x
2
i + y2i + z2i )−

∑
i

mir⃗i(xiωx + yiωy + ziωz).

Ïîëîæèì L⃗O = (Lx;Ly;Lz). Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò ñëå-
äóþùèé âèä

Lx = ωx

∑
i

mi(x
2
i + y2i + z2i )−

∑
i

mixi(xiωx + yiωy + ziωz) =

= ωx

∑
i

mi(y
2
i + z2i ) + ωy

(
−
∑
i

mixiyi

)
+ ωz

(
−
∑
i

mixizi

)
.

Àíàëîãè÷íî,

Ly = ωx

(
−
∑
i

miyixi

)
+ ωy

∑
i

mi(x
2
i + z2i ) + ωz

(
−
∑
i

miyizi

)
,

Lz = ωx

(
−
∑
i

mizixi

)
+ ωy

(
−
∑
i

miziyi

)
+ ωz

∑
i

mi(x
2
i + y2i ).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

Jxx =
∑
i

mi(y
2
i + z2i ), Jyy =

∑
i

mi(x
2
i + z2i ), Jzz =

∑
i

mi(x
2
i + y2i ), (2.7)

Jxy = Jyx = −
∑
i

mixiyi, Jxz = Jzx = −
∑
i

mixizi, Jyz = Jzy = −
∑
i

miyizi. (2.8)

Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ Lx, Ly, Lz ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

Lx = Jxxωx + Jxyωy + Jxzωz, Ly = Jyxωx + Jyyωy + Jyzωz, Lz = Jzxωx + Jzyωy + Jzzωz. (2.9)

Â âåêòîðíîé ôîðìå ðàâåíñòâà (2.9) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

L⃗O = JOω⃗, ãäå J = JO =

 Jxx Jxy Jxz
Jyx Jyy Jyz
Jzx Jzy Jzz

 (2.10)

Ìàòðèöà J íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì èíåðöèè. Â ñèëó (2.9), ìàòðèöà J ñèììåòðè÷íàÿ. Äèà-
ãîíàëüíûå ýëåìåíòû Jxx, Jyy, Jzz íàçûâàþòñÿ îñåâûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè. Îñòàëüíûå
ýëåìåíòû Jxy = Jyx, Jxz = Jzx, Jyz = Jzy íàçûâàþòñÿ öåíòðîáåæíûìè ìîìåíòàìè èíåð-
öèè.

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé òåí-
çîð èíåðöèè (êàê ëþáàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà) èìååò äèàãîíàëüíûé âèä

J =

 Jxx 0 0
0 Jyy 0
0 0 Jzz

 (2.11)

ñ íóëåâûìè íåäèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Îñè òàêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàçûâàþòñÿ ãëàâ-
íûìè îñÿìè èíåðöèè òåëà, à âåëè÷èíû Jxx = Jx, Jyy = Jy, Jzz = Jz íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè
ìîìåíòàìè èíåðöèè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè îñè ñèñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâëåíû âäîëü ãëàâ-
íûõ îñåé èíåðöèè òåëà, òî öåíòðîáåæíûå ìîìåíòû èíåðöèè ðàâíû íóëþ.
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Çàäà÷è íà âû÷èñëåíèå ìîìåíòîâ èíåðöèè

Íàéòè ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè äëÿ ìîëåêóë, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ñèñòåìû ÷àñòèö, â
ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ (çàäà÷è âçÿòû èç êíèãè [9], ãäå ìîæíî íàéòè îòâåòû è óêàçàíèÿ ê
ðåøåíèÿì):

Çàäà÷à 2.3 Ìîëåêóëà èç äâóõ àòîìîâ m1, m2, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè l äðóã îò äðóãà.

Çàäà÷à 2.4 Ìîëåêóëà èç àòîìîâ m1, . . ., mn, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîé ïðÿìîé, è ðàññòî-
ÿíèåì lij ìåæäó àòîìàìè mi, mj.

Çàäà÷à 2.5 Òðåõàòîìíàÿ ìîëåêóëà â âèäå ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, ðèñ. 1.4 (b). Îñ-
íîâàíèå òðåóãîëüíèêà ðàâíî a, âûñîòà � h.

Çàäà÷à 2.6 ×åòûðåõàòîìíàÿ ìîëåêóëà ñ àòîìàìè, ðàñïîëîæåííûìè â âåðøèíàõ ïðà-
âèëüíîé òðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû, ðèñ. 1.4 (c).

Ïðèìåð 2.1 Ìîìåíòû èíåðöèè îäíîðîäíîãî øàðà.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíûé øàð ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ρ ðàäèóñà R0. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìî-
ìåíòîâ èíåðöèè ñîâìåñòèì öåíòð øàðà ñ íà÷àëîì íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (x, y, z).
Â ñèëó îäíîðîäíîñòè, âñå ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè ðàâíû

Jxx = Jyy = Jzz = J.

Èìååì

Jxx+Jyy +Jzz = 3J =

∫
(x2+ y2)ρdv+

∫
(x2+ z2)ρdv+

∫
(y2+ z2)ρdv = 2

∫
(x2+ y2+ z2)ρdv.

Ïåðåéäÿ ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì

3J = 2ρ

∫
r4 sin θdrdφdθ = 2ρ

r5

5
|R0
0 · (− cos θ)|π0 · φ|2π0 =

8

5
ρR5

0π.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç µ = 4
3
πR3

0ρ ìàññó øàðà, òî ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ãëàâíûå ìîìåíòû
èíåðöèè îäíîðîäíîãî øàðà ðàâíû

J =
2

5
R2

0µ. (2.12)

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ (è àíàëèòè÷åñêèõ) ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî âñå öåíòðîáåæíûå ìîìåíòû
èíåðöèè ðàâíû íóëþ, Jxy = Jxz = Jyz = 0 (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî). ♢

Íàéòè ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè ñëåäóþùèõ ñïëîøíûõ îäíîðîäíûõ òåë:

Çàäà÷à 2.7 Òîíêèé ñòåðæåíü äëèíîé l (òîëùèíîé ñòåðæíÿ ïðåíåáðåãàåì).

Îòâåò: I1 = I2 =
1

12
µl2, I3 = 0.

Çàäà÷à 2.8 Êðóãîâîé öèëèíäð ðàäèóñà R è âûñîòîé h.
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Îòâåò: I1 = I2 =
µ

4

(
R2 +

h2

3

)
, I3 =

µ

2
R2 (x3 � îñü öèëèíäðà).

Çàäà÷à 2.9 Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ äëèíàìè ðåáåð a, b, c.

Îòâåò: I1 =
µ

12

(
b2 + c2

)
, I2 =

µ

12

(
a2 + c2

)
, I3 =

µ

12

(
a2 + b2

)
(îñè x1, x2, x3 ïàðàëëåëüíû ðåáðàì

a, b, c,).

Çàäà÷à 2.10 Êðóãîâîé êîíóñ ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R è âûñîòîé h.

Îòâåò: 1) Ìîìåíòû èíåðöèè ïî îòíîøåíèþ ê îñÿì ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ (îí íàõîäèòñÿ íà îñè
êîíóñà íà ðàññòîÿíèè a = 3h/4 îò âåðøèíû)

I1 = I2 =
3

20
µ

(
R2 +

h2

4

)
, I3 =

3

10
µR2.

2) Ìîìåíòû èíåðöèè ïî îòíîøåíèþ ê îñÿì ñ íà÷àëîì â âåðøèíå êîíóñà

I1 = I2 =
3

5
µ

(
R2

4
+ h2

)
, I3 =

3

10
µR2.

3) Ìîìåíòû èíåðöèè ïî îòíîøåíèþ ê îñÿì ñ íà÷àëîì â öåíòðå îñíîâàíèÿ êîíóñà

I1 = I2 =
3

10
µ
(
R2 + 2h2

)
, I3 =

3

10
µR2.

• Ôîðìóëû 2) è 3) ïîëó÷àþòñÿ èç 1) ñ ïîìîùüþ ò.í. Òåîðåìû Øòåðíà, ïî êîòîðîé I = Ic + µa2, ãäå

I � ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè, îòñòîÿùåé íà ðàññòîÿíèè a îò ïàðàëëåëüíîé åé îñè lc,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ, à Ic � ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè lc.

Çàäà÷à 2.11 Òðåõîñíûé ýëëèïñîèä ñ ïîëóîñÿìè a, b, c.

Îòâåò: I1 =
µ

5

(
b2 + c2

)
, I2 =

µ

5

(
a2 + c2

)
, I3 =

µ

5

(
a2 + b2

)
.

2.2 Óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (2.3), êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò (ìîìåíò èìïóëüñà) â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â òî÷êå O ðàâåí

L⃗O = L⃗ =
∑
i

r⃗i × (miv⃗i).

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ˙⃗ri = v⃗i, ïîëó÷èì

dL⃗

dt
=
∑
i

dr⃗i

dt
×(miv⃗i)+

∑
i

r⃗i×
(
mi

dv⃗i

dt

)
=
∑
i

v⃗i×(miv⃗i)+
∑
i

r⃗i×
(
mi

dv⃗i

dt

)
=
∑
i

r⃗i×
(
mi

dv⃗i

dt

)
.

Ïîñêîëüêó, â ñèëó âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà, mi
dv⃗i

dt
= F⃗ i, òî∑

i

r⃗i ×
(
mi

dv⃗i

dt

)
=
∑
i

r⃗i × F⃗ i = M⃗O,

ãäå M⃗O � ìîìåíò ñèë, ïðèëîæåííûõ ê òâåðäîìó òåëó. Îòìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì ó÷èòûâàòü
òîëüêî âíåøíèå ñèëû. Òàêèì îáðàçîì,

dL⃗O

dt
= M⃗O. (2.13)
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Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå

Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñîñòàâëÿåò âî-ïåðâûõ, óðàâíåíèå (2.1) (ôàê-
òè÷åñêè, ýòî âòîðîå óðàâíåíèå Íüþòîíà), êîòîðîå îáû÷íî ïðèâîäÿò â âèäå ðàâåíñòâà (2.2)
îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ, è âî-âòîðûõ, óðàâíåíèå ìîìåíòîâ (2.13). Ó÷èòûâàÿ (2.10) è æå-
ëàíèå ââåñòè â óðàâíåíèÿ âàæíåéøóþ õàðàêòåðèñòèêó äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà - óãëîâóþ
ñêîðîñòü, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó

µ
dv⃗C

dt
=
∑
i

F⃗ i,âíåø ,
d (JOω⃗)

dt
= M⃗O. (2.14)

Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ýòà ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øåñòü ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òâåðäîå òåëî èìååò øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû (ñì. ïàðàãðàô 1.1), ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, ò.å. ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (2.14) ìîæíî
ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñ çàäàííûìè âíåøíèìè ñèëàìè (íåîáõî-
äèìî ëèøü çíàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äâèæåíèÿ). Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû ñîäåðæèò òåíçîð èíåðöèè, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò âðå-
ìåíè (îñè íåïîäâèæíîé ñèñòåìû ìåíÿþò ñâîå ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî òåëà). Ïîýòîìó âî
âòîðîì ðàâåíñòâå ñèñòåìû (2.14) ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíóþ âûðàæåíèÿ JOω⃗, ÷òî
ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.14) â îáùåì ñëó÷àå.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ çàäà÷ ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà ïîçâîëÿåò èçó-
÷èòü äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà. Ó÷èòûâàÿ (2.5), ïåðåïèøåì åå äëÿ ññûëîê â âèäå

µ
dv⃗C

dt
=
∑
i

F⃗ i,âíåø ,
d (JOω⃗)

dt
=
∑
i

r⃗i × F⃗ i,âíåø. (2.15)

Çàäà÷à 2.12 Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñòîèò êðóãëîå òåëî ðàäèóñà R è ìàññîé m:
(à) îäíîðîäíûé øàð; (á) ñôåðà; (â) îäíîðîäíûé öèëèíäð; (ã) êîëåñî ñ îñüþ ìàññû m1 è ðà-
äèóñà r è îáîäîì ìàññû m2, ãäå m = m1 +m2. Íàéòè ñêîðîñòü vC(t) öåíòðà ìàññ C òåëà,
êàòÿùåãîñÿ (áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ) ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé
ñèëû F , ïðèëîæåííîé ê òî÷êå C.

Ðåøåíèå: Ñèëû äåéñòâóþùèå íà òåëî (
−→
F âíåø) � ýòî ñèëà òÿæåñòè m−→g , ñèëà òÿãè

−→
F , ïðèëîæåííûå ê

öåíòðó ìàññ O, à òàêæå ðåàêöèÿ îïîðû
−→
N =

−→
N n+

−→
N τ , ïðèëîæåííàÿ ê òî÷êå êîíòàêòà K (ñì. ðèñ. 2.4

(a)). Î÷åâèäíî,
−→
F âíåø = m−→g +

−→
F +

−→
N =

−→
F +

−→
N τ , ò.ê. m

−→g +
−→
N n =

−→
0 .2 Ïîýòîìó ïåðâîå óðàâíåíèå

ñèñòåìû (2.13) çàïèøåòñÿ â âèäå m
d−→v C

dt
=

−→
F +

−→
N τ èëè â ñêàëÿðíîé ôîðìå mv̇C = F −Nτ .

Î÷åâèäíî, ìîìåíòû ñèë m−→g è
−→
N n îòíîñèòåëüíî òî÷êè O ðàâíû è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó, à

ìîìåíò ñèëû m
−→
N τ îòíîñèòåëüíî òî÷åê O è C � îäèí è òîò æå, ò.ê.

−−→
OC ∥

−→
N τ . Òàêèì îáðàçîì

−→
MO =

−→
MC =

−−→
CK ×

−→
N τ . Òàê êàê òåëî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè OX, òî êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò

−→
LO

íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè O íà îñè OX.3 Òîãäà
−→
LO = JC−→ω . Â íàøåì ñëó÷àå −→ω = (0, 0, ω), ãäå

Rω = vCR. Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.13) â ïðîåêöèè íà îñü OZ çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì

2Îòìåòèì, ÷òî ãîðèçîíòàëüíóþ ïðîåêöèþ ñèëû ðåàêöèè îïîðû
−→
N τ ìû íå çíàåì (ïðè ñóõîì òðåíèè

ñêîëüæåíèÿ îíà ðàâíà ñèëå òðåíèÿ ïîêîÿ), íî âàæíî òî, ÷òî îíà ïðåïÿòñòâóåò ïðîñêàëüçûâàíèþ òåëà.

Ïîñëåäíåå (âìåñòå ñ óñëîâèåì, ÷òî òåëî âñåãäà ëåæèò íà ïðÿìîé) îçíà÷àåò, ÷òî −→v K =
−→
0 .

3ïîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî (ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (2.15) íèæå, à ìîæíî âûâåñòè íåïîñðåäñòâåííî
èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé)
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îáðàçîì: Jzz
v̇C
R

= RNτ . Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî Nτ =
Jzz
R2

v̇C è ñîîòâåòñòâåííî mv̇C = F − Jzz
R2

v̇C .

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

vC = v0 +
F

m+ Jzz/R2
t.

Ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó ê óêàçàííûì ñëó÷àÿì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

(a) Äëÿ øàðà Jzz = 2
5mR2 è vC = v0 +

5F

7m
t

(á) Äëÿ ñôåðû Jzz = 2
3mR2 è vC = v0 +

3F

5m
t

(â) Äëÿ öèëèíäðà Jzz = 1
2mR2 è vC = v0 +

2F

3m
t

(ã) Äëÿ êîëåñà Jzz = m2R
2+ 1

2m1r
2 è vC = v0+

F

m+m2 +m1r2/(2R2)
t. Ïðèm1 = 0,m2 = m ïîëó÷àåì

ôîðìóëó äëÿ ñêàòûâàþùåãîñÿ îáðó÷à vC = v0 +
F

2m
t, à ïðè m2 = 0,m1 = m, r = R � äëÿ öèëèíäðà

(á).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ øàð ðàçãîíÿåòñÿ áûñòðåå âñåãî. Èìååò ëè ñìûñë ñòàâèòü

øàðîâûå êîëåñà íà àâòîìîáèëü?

Ðèñ. 2.4: (a) ê çàäà÷å 2.12; (b) ê çàäà÷å 2.13.

Çàäà÷à 2.13 1) Ñèììåòðè÷íîå òåëî íà÷èíàåò êàòèòüñÿ (áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ) âíèç
ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñ âûñîòû h. Ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ, ðàâåí I, ìàññà òåëà ðàâíà M , à ðàäèóñ ïîâåðõíîñòè êà-
÷åíèÿ (íàõîäÿùåéñÿ â êîíòàêòå ñ íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ) ðàâåí r. Îïðåäåëèòå ëè-
íåéíóþ ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ â íèæíåé òî÷êå íàêëîííîé ïëîñêîñòè.

2) Ïðèìåíèòå ïîëó÷åííîå âàìè îáùåå âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè öåíòðà
ìàññ òåëà, åñëè ýòî òåëî (à) ñôåðà; (á) äèñê; (â) äèñê ìàññîé M1 ñ âíåøíèì ðàäèóñîì
R1, íàñàæàííûé íà âàë, èìåþùèé ìàññó m2 è ðàäèóñ r2.

Îòâåò:
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1) vC =

√
2Mgh

M + I/r2
.

2) (à) ñôåðà, vC =

√
6

5
gh; (á) äèñê, vC =

√
4

3
gh; (â) �êîëåñî�, vC =

√
4(M1 +m2)gh

3M1 +m2 (2 + (r2/R1)2)
.

* Ïðèìå÷àíèå: Â ïðèíöèïå, ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ òàê æå êàê è ïðåäûäóùàÿ çàäà÷à 2.12. Îäíàêî áîëåå
ïðîñòîå è ïðîçðà÷íîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ñì. Ãëàâó 4 è
çàäà÷ó 4.1

2.3 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà

Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, îñíîâíûå óðàâíåíèÿ (2.15) äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, çàïèñàííûå
îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé (èíîãäà ãîâîðÿò, àáñîëþòíîé èëè èíåðöèàëüíîé) ñèñòåìû êîîð-
äèíàò â îáùåì ñëó÷àå ñ òðóäîì ïîääàþòñÿ èññëåäîâàíèþ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â íåïîäâèæ-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîìåíòû èíåðöèè (òðè îñåâûõ è òðè öåíòðîáåæíûõ) òåëà çàâèñÿò â
îáùåì ñëó÷àå îò âðåìåíè, à â ñèñòåìó âõîäÿò èõ ïðîèçâîäíûå. Â òî æå âðåìÿ, îñè ïîäâèæíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò íå ìåíÿþò ñâîåãî ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî òåëà (îíè æåñòêî ñâÿçàíû
ñ íèì). Ïîýòîìó ìîìåíòû èíåðöèè, âû÷èñëåííûå îòíîñèòåëüíî ýòèõ îñåé, îò âðåìåíè íå
çàâèñÿò. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïîáóäèòåëüíîé ïðè÷èíîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíûõ óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ òåëà â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. ×àñòî, èìåííî ñ ýòèõ óðàâíåíèé íà÷èíàþòñÿ
èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèé òâåðäûõ òåë ïðè ðåøåíèè íàèáîëåå èíòåðåñíûõ çàäà÷.

Öåëüþ ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà
â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì). Ïðè ýòîì, â êà÷åñòâå íà÷àëà
êîîðäèíàò ìû áóäåì áðàòü öåíòð ìàññ. Òàêèì îáðàçîì, íèæå âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
íà÷àëî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ C.

C

O

m

c

i

i

i

Ðèñ. 2.5:

Äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè mi ðàäèóñ-âåêòîð â ïîäâèæíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò îáîçíà÷èì ÷åðåç ϱ⃗i, ñì. ðèñ 2.5. Ñâÿçü ìåæ-
äó r⃗i (ðàäèóñ-âåêòîð â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) è ϱ⃗i,
î÷åâèäíî âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì

r⃗i = r⃗C + ϱ⃗i. (2.16)

Îñíîâíûå äèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî öåí-
òðà ìàññ

Ïî àíàëîãèè ñ êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì L⃗O =
∑

i r⃗i × (miv⃗i) = L⃗O =
∑

i r⃗i × (mi
˙⃗ri) ââåäåì

êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ

L⃗C =
∑
i

ϱ⃗i × (mi
˙⃗ϱi).

Íàïîìíèì, ÷òî öåíòð ìàññ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì r⃗C = 1
µ

∑
imir⃗i, ãäå µ =

∑
imi � ïîëíàÿ

ìàññà òåëà.

Ëåììà 2.1 Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî4

L⃗O = L⃗C + µ (r⃗C × v⃗C) . (2.17)

4Ðàâåíñòâî (2.17) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ òàê íàçûâàåìîé ïåðâîé òåîðåìû Êåíèãà [3].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáùåå ðàâåíñòâî (2.4) â íàøåì ñëó÷àå, êîãäà O1 = O è O2 = C, ïðèìåò
âèä

L⃗O = L⃗C + r⃗C × p⃗, ãäå p⃗ =
∑
i

miv⃗i.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî v⃗C = ˙⃗rC , ïîëó÷èì

L⃗O = L⃗C + r⃗C ×

(∑
i

miv⃗i

)
= L⃗C + r⃗C × µ

(
1

µ

∑
i

mi
˙⃗ri

)
= L⃗C + r⃗C × µ

d

dt

(
1

µ

∑
i

mir⃗i

)
=

= L⃗C + r⃗C × µ

(
dr⃗C

dt

)
= L⃗C + µ (r⃗C × v⃗C) .2

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1 ìîæíî ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (2.16). Èìåííî,

L⃗O =
∑
i

mir⃗i × ˙⃗ri =
∑
i

mi

[
(r⃗C + ϱ⃗i)× ( ˙⃗rC + ˙⃗ϱi

]
=

=
∑
i

mi(r⃗C × ˙⃗rC) +
∑
i

mi(r⃗C × ˙⃗ϱi) +
∑
i

mi(ϱ⃗i × ˙⃗rC) +
∑
i

mi(ϱ⃗i × ˙⃗ϱi) =

= µ(r⃗C × ˙⃗rC) +
∑
i

mi(ϱ⃗i × ˙⃗ϱi) = µ(r⃗C × ˙⃗rC) + L⃗C = µ(r⃗C × v⃗C) + L⃗C ,

òàê êàê

∑
i

mi(r⃗C × ˙⃗ϱi) = r⃗C × d

dt

(∑
i

miϱ⃗i

)
= 0,

∑
i

mi(ϱ⃗i × ˙⃗rC) =

(∑
i

miϱ⃗i

)
× ˙⃗rC = 0.

Ïî àíàëîãèè ñ ìîìåíòîì ñèë M⃗O =
∑

i r⃗i × F⃗ i,âíåø îòíîñèòåëüíî íà÷àëà O íåïîäâèæ-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ââåäåì ìîìåíò ñèë îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ (íà÷àëà ïîäâèæíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò):

M⃗C =
∑

i ϱ⃗i × F⃗ i,âíåø

Îòìåòèì, ÷òî ìû, êàê îáû÷íî, ó÷èòûâàåì òîëüêî âíåøíèå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òåëî
(ñóììà âíóòðåííèõ ñèë ðàâíà íóëþ).

Óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ

Íàïîìíèì (ñì. ðàâåíñòâî (2.18)), ÷òî óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà íåïîäâèæ-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èìååò âèä

dL⃗O

dt
= M⃗O =

∑
i

r⃗i × F⃗ i,âíåø.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ââåäåííîãî êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ L⃗C =∑
i ϱ⃗i × (mi

˙⃗ϱi) èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå ìîìåíòîâ.
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Ëåììà 2.2 Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dL⃗C

dt
= M⃗C =

∑
i

ϱ⃗i × F⃗ i,âíåø, (2.18)

ãäå L⃗C =
∑

i ϱ⃗i × (mi
˙⃗ϱi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (2.17), L⃗O = L⃗C + µ (r⃗C × v⃗C). Ïîýòîìó

dL⃗C

dt
=

d

dt

[
L⃗O − µ (r⃗C × v⃗C)

]
=

dL⃗O

dt
− µ

d

dt
(r⃗C × v⃗C) .

Ó÷èòûâàÿ (2.18), ïîëó÷àåì

dL⃗C

dt
=
∑
i

r⃗i × F⃗ i,âíåø − µ
(
˙⃗rC × v⃗C

)
− µ

(
r⃗C × ˙⃗vC

)
=
∑
i

r⃗i × F⃗ i,âíåø − r⃗C ×
(
µ ˙⃗vC

)
,

ïîñêîëüêó ˙⃗rC × v⃗C = v⃗C × v⃗C = 0. Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà (2.2), µ ˙⃗vC =∑
i F⃗ i,âíåø. Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (2.16) ïîëó÷àåì

dL⃗C

dt
=
∑
i

(r⃗C + ϱ⃗i)× F⃗ i,âíåø − r⃗C ×

(∑
i

F⃗ i,âíåø

)
=

= r⃗C ×

(∑
i

F⃗ i,âíåø

)
+
∑
i

ϱ⃗i × F⃗ i,âíåø − r⃗C ×

(∑
i

F⃗ i,âíåø

)
=
∑
i

ϱ⃗i × F⃗ i,âíåø.2

Òåíçîð èíåðöèè â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Äëÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà L⃗C =
∑

i ϱ⃗i× (mi
˙⃗ϱi) îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ (òî åñòü, íà÷àëà

êîîðäèíàò ïîäâèæíîé ñèñòåìû) ïîëó÷èì âûðàæåíèå ÷åðåç óãëîâóþ ñêîðîñòü, àíàëîãè÷íîå
ðàâåíñòâó (2.10). Îäíîâðåìåííî ìû âûâåäåì òåíçîð èíåðöèè è ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñè-
òåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Â ñèëó (2.16), r⃗i = r⃗C + ϱ⃗i. Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì v⃗i = v⃗C + ˙⃗ϱi.
Ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.10) Ýéëåðà î ñêîðîñòÿõ òî÷åê òåëà, v⃗i = v⃗C + ω⃗ × ϱ⃗i. Ïîýòîìó

˙⃗ϱi = ω⃗ × ϱ⃗i. (2.19)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (1.12). Ðàâåíñòâî L⃗C =
∑

i ϱ⃗i × (mi
˙⃗ϱi)

òîãäà ïðèíèìàåò âèä

L⃗C =
∑

imiϱ⃗i × (ω⃗ × ϱ⃗i) .

Îíî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó L⃗O =
∑

imi (r⃗i × (ω⃗ × r⃗i)), è ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé
ϱ⃗i íà r⃗i. Íàïîìíèì, ÷òî èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.6) "áàö ìèíóñ öàá" , äëÿ L⃗O ìû ïîëó÷èëè
âûðàæåíèå

L⃗O = ω⃗
∑
i

mi(x
2
i + y2i + z2i )−

∑
i

mir⃗i(xiωx + yiωy + ziωz),
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èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

L⃗O = JOω⃗, ãäå JO =

 Jxx Jxy Jxz
Jyx Jyy Jyz
Jzx Jzy Jzz


ãäå ìîìåíòû èíåðöèè Jxx, Jyy, Jzz, Jxy = Jyx, Jxz = Jzx, Jyz = Jzy îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
(2.7) è (2.8). Çàìåíÿÿ r⃗i = (xi; yi; zi) íà ϱ⃗i = (ξi, ηi, ζi), àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì

L⃗C = JCω⃗, ãäå JC =

 Jξξ Jξη Jξζ
Jηξ Jηη Jηζ
Jζξ Jζη Jζζ

 .

Ìàòðèöà JC íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì èíåðöèè îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ C. Äëÿ ïîëíîòû
êàðòèíû ïðèâåäåì ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ îñåâûõ è öåíòðîáåæíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè:

Jξξ =
∑
i

mi(η
2
i + ζ2i ), Jηη =

∑
i

mi(ξ
2
i + ζ2i ), Jζζ =

∑
i

mi(ξ
2
i + η2i ), (2.20)

Jξη = Jηξ = −
∑
i

miξiηi, Jξζ = Jζξ = −
∑
i

miξiζi, Jηζ = Jζη = −
∑
i

miηiζi. (2.21)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè âåêòîðîâ, âûðàæåííûõ ÷åðåç îðòû e⃗x, e⃗y è e⃗z íåïîäâèæíîé (àá-
ñîëþòíîé) ñèñòåìû êîîðäèíàò, äèôôåðåíöèðóþòñÿ òîëüêî êîîðäèíàòû. Åñëè æå âåêòîð
âûðàæåí ÷åðåç îðòû e⃗ξ, e⃗η è e⃗ζ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî äèôôåðåíöèðóþòñÿ êàê
êîîðäèíàòû, òàê è îðòû e⃗ξ, e⃗η, e⃗ζ . Òàêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå âåêòîðà, ñêàæåì D⃗, áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç dD⃗
dt
|àáñ. Ïîñêîëüêó ìû ïåðåõîäèì ê âåêòîðàì è âåëè÷èíàì, ñâÿçàííûõ ñ

ïîäâèæíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò è âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç îðòû e⃗ξ, e⃗η è e⃗ζ , òî åñòåñòâåííî
ââåñòè äèôôåðåíöèðîâàíèå, ñâÿçàííîå ñ ïîäâèæíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò, ò.å. äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îðòû e⃗ξ, e⃗η è e⃗ζ íåïîäâèæíû. Òàêîå

äèôôåðåíöèðîâàíèå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç dD⃗
dt
|ïîäâ. Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó âåêòîðàìè

dD⃗
dt
|àáñ è dD⃗

dt
|ïîäâ.

Ïóñòü D⃗ = ae⃗ξ + be⃗η + ce⃗ζ � ðàçëîæåíèå âåêòîðà D⃗ â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Òîãäà äèôôåðåíöèðîâàíèå â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîðà D⃗ ðàâíî

dD⃗

dt
|ïîäâ = ȧe⃗ξ + ḃe⃗η + ċe⃗ζ . (2.22)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû Ïóàññîíà (1.8), ïîëó÷àåì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå â àáñîëþòíîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò âåêòîðà D⃗ ðàâíî

dD⃗

dt
|àáñ = ȧe⃗ξ+a ˙⃗eξ+ḃe⃗η+b ˙⃗eη+ċe⃗ζ+c ˙⃗eζ = ȧe⃗ξ+ḃe⃗η+ċe⃗ζ+a (ω⃗ × e⃗ξ)+b (ω⃗ × e⃗η)+c (ω⃗ × e⃗ζ) =

= ȧe⃗ξ + ḃe⃗η + ċe⃗ζ + ω⃗ × (ae⃗ξ + be⃗η + ce⃗ζ) = ȧe⃗ξ + ḃe⃗η + ċe⃗ζ + ω⃗ × D⃗.

Îòñþäà è (2.22) ïîëó÷àåì
dD⃗

dt
|àáñ =

dD⃗

dt
|ïîäâ + ω⃗ × D⃗. (2.23)
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Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ïðèìåíÿÿ (2.23) ê ïåðâîìó èç óðàâíåíèé (2.15),

µ
dv⃗C

dt
|àáñ =

∑
i

F⃗ i,âíåø,

ïîëó÷àåì

µdv⃗C

dt
|ïîäâ + µ (ω⃗ × v⃗C) =

∑
i F⃗ i,âíåø

Àíàëîãè÷íî ïðèìåíÿÿ (2.23) ê (2.18) ïîëó÷èì

dL⃗C

dt
|ïîäâ + ω⃗ × L⃗C =

∑
i

ϱ⃗i × F⃗ i,âíåø.

Ïîñêîëüêó L⃗C = JCω⃗, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî òåíçîð èíåðöèè JC ñîñòîèò èç ïîñòîÿííûõ âåëè÷èí
ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì

JC dω⃗
dt
|ïîäâ + ω⃗ × L⃗C =

∑
i ϱ⃗i × F⃗ i,âíåø.

Óðàâíåíèÿ

µ
dv⃗C

dt
|ïîäâ + µ (ω⃗ × v⃗C) =

∑
i

F⃗ i,âíåø (2.24)

JC
dω⃗

dt
|ïîäâ + ω⃗ × (JCω⃗) =

∑
i

ϱ⃗i × F⃗ i,âíåø = M⃗C (2.25)

íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò. Èíîãäà èõ íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ñâîáîäíîãî òâåðäîãî òåëà [3].
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Ãëàâà 3

Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ïî ïëîñêîñòè

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå âûïóêëîãî òâåðäîãî òåëà ïî ïëîñêîñòè. Ñïåðâà ìû ïðèâîäèì îá-
ùèå óðàâíåíèÿ òàêîãî äâèæåíèÿ, à çàòåì êîíêðåòèçèðóåì èõ âèä â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ñöåïëåíèÿ
òåëà è ïëîñêîñòè (òî åñòü, îò òèïà òðåíèÿ). Îñíîâíîé èëëþñòðàöèåé ê òåîðåòè÷åñêîìó ìàòåðèàëó ÿâëÿåòñÿ
äâèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêè ïðîñòåéøåãî òâåðäîãî òåëà � îäíîðîäíîãî øàðà.

3.1 Äâèæåíèå ïî ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü òâåðäîå òåëî, îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ S äâèæåòñÿ ïî íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé
ïîâåðõíîñòè P (íàïðèìåð, ïëîñêîñòè). Ïðåäïîëîæèì ñïåðâà, ÷òî ïîâåðõíîñòü S âûïóêëàÿ è

Ðèñ. 3.1:

ñîïðèêîñíîâåíèå òåëà ñ P ïðîèñõîäèò â îäíîé òî÷êå, ñêàæåìK, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ (òî÷êîé
êàñàíèÿ). Òîãäà ñêîðîñòü v⃗K òî÷êè êàñàíèÿ K ëåæèò â îáùåé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TK

ïîâåðõíîñòåé S è P â òî÷êå K (åñëè P � ïëîñêîñòü, òî êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ñîâïàäàåò ñ
P ), ñì. ðèñ. 3.1. Ñêîðîñòü v⃗K íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ ñêîëüæåíèÿ òåëà ïî ïîâåðõíîñòè P .
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Åñëè âî âðåìÿ äâèæåíèÿ v⃗K = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî òåëî äâèæåòñÿ áåç ñêîëüæåíèÿ, èëè
òåëî êàòèòñÿ ïî P , à ïîâåðõíîñòü P íàçûâàåòñÿ øåðîõîâàòîé (èíîãäà ãîâîðÿò, àáñîëþòíî
øåðîõîâàòîé) [8].

Ðåàêöèÿ îïîðû

Â òî÷êå K ñî ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè P íà òåëî äåéñòâóåò ñèëà R⃗, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðåàê-
öèåé. Ðàçëîæèì ðåàêöèþ íà ñîñòàâëÿþùèå

R⃗ = R⃗n + R⃗τ ,

ãäå ñîñòàâëÿþùàÿ R⃗n íàïðàâëåíà âäîëü âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè P â òî÷êå K. Ñèëà
R⃗n íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ðåàêöèåé.

тр

Ðèñ. 3.2: .

Ñîñòàâëÿþùàÿ R⃗τ ëåæèò â îáùåé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòÿì S è P â òî÷êå
K, è íàçûâàåòñÿ ñèëîé òðåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçëîæåíèå ðåàêöèè íà ñîñòàâëÿþùèå ÷àñòî
ïðèâîäèòñÿ â âèäå

R⃗ = N⃗ + F⃗ òð,

ãäå N⃗ = R⃗n � íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ (èëè íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ðåàêöèè), è F⃗ òð = R⃗τ

� ñèëà òðåíèÿ, ñì. ðèñ. 3.2. Íèæå ìû èñïîëüçóåì èìåííî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåàêöèè.
ßñíî, ÷òî äâèæåíèå òåëà ïî ïîâåðõíîñòè çàâèñèò îò çàêîíà òðåíèÿ, êîòîðûé óñòàíàâëè-

âàåòñÿ ýìïèðè÷åñêè.

Âèäû òðåíèÿ

Òðåíèå ìåæäó äâóìÿ ñîïðèêàñàþùèìèñÿ òåëàìè ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ ñöåïëå-
íèÿ ó ïðèæàòûõ äðóã ê äðóãó òåë. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî òðåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ
ðàñïðîñòðàíåííûõ ÿâëåíèé ïðèðîäû è âñòðå÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìåõà-
íèêè, òî÷íûå çàêîíû òðåíèÿ äî ñèõ ïîð íå óñòàíîâëåíû. Ïîýòîìó ïðè ó÷åòå ñèë òðåíèÿ
ïîëüçóþòñÿ çàêîíàìè, êîòîðûå íîñÿò â îñíîâíîì êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð è ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ñèëà òðåíèÿ F⃗ òð, êîòîðàÿ ïðåïÿòñòâóåò ñêîëüæåíèþ îäíîãî òåëà îòíîñèòåëüíî äðó-
ãîãî, íàçûâàåòñÿ ñèëîé òðåíèÿ, ïðåïÿòñòâóþùåé ñêîëüæåíèþ. Ñëåäóåò îòëè÷àòü òðåíèå
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ïðè îòíîñèòåëüíîì ïîêîå ñîïðèêàñàþùèõñÿ òåë (ñòàòè÷åñêîå òðåíèå) è òðåíèå ïðè èõ îò-
íîñèòåëüíîì äâèæåíèè (òðåíèå äâèæåíèÿ). Ñîãëàñíî çàêîíàì òðåíèÿ Êóëîíà, ïðè ïîêîå
âåëè÷èíà |F⃗ òð| íå ïðåâîñõîäèò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî k|N⃗ |,

max |F⃗ òð| ≤ k|N⃗ | (3.1)

ãäå âåëè÷èíà k ≥ 0 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ.
Ïðè íóëåâîé ñêîðîñòè òî÷êè êàñàíèÿ, v⃗K = 0, îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî |F⃗ òð| < k|N⃗ |,

è â ýòîì ñëó÷àå F⃗ òð íàçûâàåòñÿ ñèëîé òðåíèÿ ïîêîÿ.
Åñëè v⃗K ̸= 0, òî

|F⃗ òð| = k|N⃗ | (3.2)

à F⃗ òð íàçûâàåòñÿ ñèëîé òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ [6], [8]. Íàïðàâëåíèå F⃗ òð ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè v⃗K .

Çàäà÷à 3.1 Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì óãëå íàêëîíà α ãðóç, ëåæàùèé íà íàêëîííîé ïëîñêî-
ñòè, îñòàåòñÿ â ðàâíîâåñèè, åñëè êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ãðóçà î ïëîñêîñòü ðàâåí k0 ?

Îòâåò: α = arctan k0.

Ðèñ. 3.3: Ê çàäà÷å 3.2.

Çàäà÷à 3.2 Íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñòîèò êîðîáêà (ñì. ðèñ. 3.3 (a))ñî ñòîðîíîé a è
âûñîòîé h, çàïîëíåííàÿ ãâîçäÿìè. Äàí êîýôôèöèåíò òðåíèÿ k0. Ïëîñêîñòü ìåäëåííî ïîä-
íèìàþò. ×òî ïðîèçîéäåò ðàíüøå: êîðîáêà îïðîêèíåòñÿ èëè ñêàòèòñÿ?
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Ðèñ. 3.4: (a) Ê çàäà÷å 3.3, (á) ïðîåêöèÿ ñèë íà íàêëîííóþ ïëîñêîñòü.

Ðåøåíèå: Èç ðèñóíêà 3.3 (b) îïðåäåëÿåì, ÷òî óãîë îïðîêèäûâàíèÿ β ðàâåí β = arctan a
h .

Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è α = arctan k0. Åñëè α > β, òî êîðîáêà îïðîêèíåòñÿ, åñëè α < β, òî

êîðîáêà ñêàòèòñÿ.

Çàäà÷à 3.3 Íà íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñòîèò ãðóç ìàññû m, êîýôôèöèåíò (êóëîíîâñêîãî)
òðåíèÿ k0, óãîë íàêëîíà ïëîñêîñòè α. Íà ãðóç íà÷èíàþò äàâèòü ñ ñèëîé H â ãîðèçîí-
òàëüíîì íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ñêëîíó ïëîñêîñòè, ñì. ðèñ. 3.4. Ïðè êàêîì ìè-
íèìàëüíîì H ãðóç íà÷íåò äâèãàòüñÿ è â êàêîì íàïðàâëåíèè?

Ðåøåíèå: Íà ðèñ. 3.4(á) èçîáðàæåíà ïðîåêöèÿ íà ïîâåðõíîñòü íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñèë,

äåéñòâóþùèõ íà òåëî. Òàê êàê òðåíèå ñóõîå, òî |
−→
F òð| ≤ k0|

−→
N | = k0mg cosα è ðàâåíñòâî

èìååò ìåñòî óæå âî âðåìÿ äâèæåíèÿ. Ïî óñëîâèþ, âåêòîðà
−→
N è

−→
F ñê, ãäå |

−→
F ñê| = mg sinα,

îðòîãîíàëüíû. Ñîîòâåòñòâåííî, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèåH îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ F 2
ñê+H2 =

k0N , èëè H2 + (mg sinα)2 = k20(mg cosα)2. Òîãäà

Hmin = mg

√
k20 cos

2 α− sin2 α

Ïîëó÷àåì, ÷òî òàêàÿ ñèëà ñóùåñòâóåò, åñëè tg α ≤ k0 (ñì. çàäà÷ó 3.1). Íàïðàâëåíèå äåéñòâèÿ

ðåçóëüòèðóþùåé ñêàòûâàþùåé ñèëû, óãîë β íà ðèñ. 3.4(á), îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ tg β =

H/Fñê. Ñîîòâåòñòâåííî tg βmin =
√
k20ctg

2α− 1.

Äâèæåíèå òåëà ïî ïëîñêîñòè

Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ïî ïëîñêîñòè òðàäèöèîííî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïîð-
íàÿ ïëîñêîñòü (òî åñòü, òà ôèêñèðîâàííàÿ ïëîñêîñòü, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò äâèæåíèå)
ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ Oxy íåïîäâèæíîé (àáñîëþòíîé) ñèñòåìû êîîðäèíàò (x, y, z). Òå-
ëî âñåãäà íàõîäèòñÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå z ≥ 0, è â òèïè÷íîé ñèòóàöèè êàñàåòñÿ îïîðíîé
ïëîñêîñòè â îäíîé òî÷êå K. Îðò ez óäîáíî îáîçíà÷èòü êàê âåêòîð γ⃗, ñì. Ðèñ. 3.5.
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K

-

-

Ðèñ. 3.5: .

Âíåøíèå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òåëî, ñóòü ñèëà òÿæåñòè−µgγ⃗ è ðåàêöèÿ îïîðû (â íàøåì
ñëó÷àå, ïëîñêîñòè Oxy) R⃗, òî åñòü∑

i

F⃗ i,âíåø = −µgγ⃗ + R⃗.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϱ⃗K âåêòîð ñ íà÷àëîì â öåíòðå ìàññ C è êîíöîì â òî÷êå êàñàíèÿ K, òî åñòü
ϱ⃗K åñòü ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè K â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó ñèëà òÿæåñòè
−µgγ⃗ ïðèëîæåíà â öåíòðå ìàññ C, òî ìîìåíò ýòîé ñèëû îòíîñèòåëüíî C ðàâåí íóëþ. ×òî
êàñàåòñÿ ðåàêöèè îïîðû R⃗, òî ñîãëàñíî (2.5), åå ìîìåíò îòíîñèòåëüíî C ðàâåí ϱ⃗K × R⃗.
Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ (2.24), (2.25) äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà òîãäà ïðèíèìàþò âèä

µdv⃗C

dt
|ïîäâ + µ (ω⃗ × v⃗C) = −µgγ⃗ + R⃗ JC dω⃗

dt
|ïîäâ + ω⃗ × (JCω⃗) = ϱ⃗K × R⃗

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ íàì íåèçâåñòíû âåêòîð-ôóíêöèè v⃗C , ω⃗, ϱ⃗K è âåêòîð γ⃗ â ïîäâèæíîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîýòîìó äëÿ çàìêíóòîñòè ñèñòåìû òðåáóþòñÿ åùå äâà (êàê ìèíèìóì)
óðàâíåíèÿ. Òàê êàê dγ⃗

dt
|àáñ = 0, òî â ñèëó (2.23),

dγ⃗
dt
|àáñ = dγ⃗

dt
|ïîäâ + ω × γ⃗ = 0

Äàëåå, ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.11) Ýéëåðà î ñâÿçè ìåæäó ñêîðîñòÿìè òî÷åê òåëà, èìååì

v⃗K = v⃗C + ω × ϱ⃗K ,

ãäå v⃗K � ñêîðîñòü òî÷êè êàñàíèÿ K. Ïîñêîëüêó òî÷êà êàñàíèÿ âñåãäà ïðèíàäëåæèò ïëîñêî-
ñòè Oxy, òî âåêòîð v⃗K ïàðàëëåëåí ýòîé ïëîñêîñòè, òî åñòü ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó γ⃗,

γ⃗ · v⃗K = γ⃗ · (v⃗C + ω × ϱ⃗K) = 0
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Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ (îáùóþ) ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òâåðäîãî
òåëà íà ïëîñêîñòè:

µ
dv⃗C

dt
|ïîäâ + µ (ω⃗ × v⃗C) = −µgγ⃗ + R⃗ (3.3)

JC
dω⃗

dt
|ïîäâ + ω⃗ × (JCω⃗) = ϱ⃗K × R⃗ = M⃗C (3.4)

dγ⃗

dt
|ïîäâ + ω × γ⃗ = 0 (3.5)

γ⃗ · (v⃗C + ω × ϱ⃗K) = 0 (3.6)

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå íàì ôàêòè÷åñêè íå èçâåñòíà ðåàêöèÿ îïîðû R⃗,
êîòîðàÿ çàâèñèò îò âèäà òðåíèÿ.

Äâèæåíèå îäíîðîäíîãî øàðà ïî ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òâåðäîãî îäíîðîäíîãî øàðà B ðàäèóñà R0 è ìàññû µ ïî ïëîñêîñòè P .
Â äàííîì ñëó÷àå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îñíîâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà êàê
â ïîäâèæíîé, òàê è â íåïîäâèæíîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Íà÷íåì ñ óïðîùåíèÿ óðàâíåíèÿ
(3.4).

Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà JC (òåíçîð èíåðöèè) äèàãîíàëüíàÿ
ñ îäèíàêîâûìè ãëàâíûìè (îñåâûìè) ìîìåíòàìè èíåðöèè, ðàâíûìè J = 2

5
R2

0µ, ñì. ïðèìåð
2.1, ðàâåíñòâî 2.12. Ïîýòîìó JCω⃗ = Jω⃗. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

ω⃗ × JCω⃗ = Jω⃗ × ω⃗ = 0.

Ñîãëàñíî (2.23),
dω⃗

dt
|àáñ =

dω⃗

dt
|ïîäâ + ω⃗ × ω⃗ =

dω⃗

dt
|ïîäâ.

Ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.4) ïðèíèìàåò âèä

JC
dω⃗

dt
|ïîäâ + ω⃗ × (JCω⃗) = J

dω⃗

dt
|àáñ.

Óïðîñòèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.4). Öåíòð ìàññ C ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì øàðà.
Ïîýòîìó ðàäèóñ-âåêòîð ϱ⃗K òî÷êè êàñàíèÿ øàðà ñ ïëîñêîñòüþ P ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè
P , è åãî êîîðäèíàòû â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä

ϱ⃗K = {0; 0;−R0} (3.7)

Ïîñêîëüêó ϱ⃗K êîëëèíåàðåí íîðìàëüíîé ðåàêöèè N⃗ , òî

ϱ⃗K × R⃗ = ϱ⃗K ×
(
N⃗ + F⃗ òð

)
= ϱ⃗K × N⃗ + ϱ⃗K × F⃗ òð = ϱ⃗K × F⃗ òð.
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Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (3.4) ïðèíèìàåò âèä

J
dω⃗

dt
|àáñ = ϱ⃗K × F⃗ òð.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî (3.3) ìû ñðàçó çàïèøåì â àáñîëþòíîé (íåïîäâèæíîé) ñèñòåìå êîîðäèíàò,
êàê ðàâåíñòâî (2.15):

µ
dv⃗C

dt
|àáñ = −µgγ⃗ + N⃗ + F⃗ òð.

Èòàê, ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.3)�(3.6) â íàøåì ñëó÷àå ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä

µ
dv⃗C

dt
|àáñ = −µgγ⃗ + N⃗ + F⃗ òð, (3.8)

J
dω⃗

dt
|àáñ = ϱ⃗K × F⃗ òð. (3.9)

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (3.8), (3.9) â êîîðäèíàòíîé ôîðìå. Â àáñîëþòíîé (íåïîäâèæíîé) ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò v⃗C = {ẋC ; ẏC ; żC}, ω⃗ = {ωx;ωy;ωz}. Ïîñêîëüêó âåêòîð F⃗ òð ïàðàëëåëåí ïëîñêî-
ñòè Oxy, à âåêòîð N⃗ ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè Oxy, òî F⃗ òð = {Fx;Fy; 0}, N⃗ = {0; 0;N}.
Èç (3.7) ïîëó÷àåì êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ϱ⃗K × F⃗ òð = {R0Fy;−R0Fx; 0}.

Òîãäà óðàâíåíèÿ (3.8), (3.9) â êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä
µẍC = Fx, µÿC = Fy, µz̈C = −µg +N

2
5
µR2

0ω̇x = R0Fy,
2
5
µR2

0ω̇y = −R0Fx,
2
5
µR2

0ω̇z = 0.

ßñíî, ÷òî zC = R0, z̈C = 0. Ïîýòîìó

N = µg, N⃗ = µgγ⃗. (3.10)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.8), (3.9) â âåêòîðíîé ôîðìå ïðèíèìàåò âèä

µ
dv⃗C

dt
|àáñ = F⃗ òð, (3.11)

J
dω⃗

dt
|àáñ = ϱ⃗K × F⃗ òð. (3.12)

Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ (3.8), (3.9) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

µẍC = Fx, µÿC = Fy, zC = R0, (3.13)

ω̇x =
5

2
· Fy

µR0

, ω̇y = −5

2
· Fx

µR0

, ω̇z = 0. (3.14)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêöèÿ âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ω⃗ íà îñü Oz ïîñòîÿííàÿ. Âî âðåìÿ
äâèæåíèÿ îíà ðàâíà íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ ω0

z .
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Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.13), (3.14) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî õàðàêòåðà êîí-

òàêòà øàðà ñ ïëîñêîñòüþ. Ïîñêîëüêó íåèçâåñòíûõ áîëüøå, ÷åì óðàâíåíèé,1 òî íåîá-
õîäèìî äîáàâèòü óðàâíåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå õàðàêòåð êîíòàêòà øàðà ñ ïëîñêîñòüþ. Íèæå ìû
ðàññìàòðèâàåì äâà ñëó÷àÿ: ïëîñêîñòü øåðîõîâàòàÿ (ñêîëüæåíèå îòñóòñòâóåò) è ïëîñêîñòü
ãëàäêàÿ (îòñóòñòâóþò ñèëû ñöåïëåíèÿ, ÷òî îçíà÷àåò êàê ïðàâèëî, ÷òî ñèëà F⃗ òð òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ çàâèñèò îò íîðìàëüíîé ðåàêöèè).

3.2 Äâèæåíèå ïî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè

Ðàíåå áûëà ïîëó÷åíà îáùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.3) � (3.6) äâèæåíèÿ òâåðäîãî âûïóêëîãî
òåëà ïî ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì èçìåíåíèÿ, êîòîðûå íàäî âíåñòè â ýòó ñèñòåìó äëÿ øåðî-
õîâàòîé ïëîñêîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå (3.3) ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè âòîðûì
çàêîíîì Íüþòîíà äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Âòîðîå óðàâíåíèå (3.4) ÿâëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì ìîìåíòîâ è íå çàâèñèò ÿâíûì îáðàçîì îò õàðàêòåðà êîíòàêòà òåëà è ïëîñêîñòè.
Òðåòüå óðàâíåíèå (3.5) îòðàæàåò óñëîâèå òîãî, ÷òî âåêòîð γ⃗ íå ìåíÿåòñÿ â àáñîëþòíîé
(íåïîäâèæíîé) ñèñòåìå êîîðäèíàò. Èòàê, ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ îáùåé ñèñòåìû íå ìåíÿþò-
ñÿ. ×òî êàñàåòñÿ ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ (3.6), òî îíî îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî òî÷êà êàñàíèÿ
òåëà ñ ïëîñêîñòüþ äâèæåòñÿ ïî ïëîñêîñòè Oxy, è äàííîå óðàâíåíèå êîíêðåòèçèðóåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Øåðîõîâàòîñòü ïëîñêîñòè îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè v⃗K òî÷êè êàñàíèÿ
K ðàâåí íóëþ (îòñóòñòâóåò ñêîëüæåíèå),

v⃗K = v⃗C + ω × ϱ⃗K = 0.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ (îáùóþ) ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà
ïî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè:

µ
dv⃗C

dt
|ïîäâ + µ (ω⃗ × v⃗C) = −µgγ⃗ + R⃗ (3.15)

JC
dω⃗

dt
|ïîäâ + ω⃗ × (JCω⃗) = ϱ⃗K × R⃗ = M⃗C (3.16)

dγ⃗

dt
|ïîäâ + ω × γ⃗ = 0 (3.17)

v⃗C + ω × ϱ⃗K = 0 (3.18)

Äâèæåíèå îäíîðîäíîãî øàðà ïî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè

Ïðèìåíèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.15) � (3.18) ê ñëó÷àþ äâèæåíèÿ îäíîðîäíîãî øàðà ïî øå-
ðîõîâàòîé ïëîñêîñòè. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå
óðàâíåíèé (3.11)�(3.14) â âåêòîðíîé è êîîðäèíàòíîé ôîðìàõ, êîòîðûå çàïèñàíû â àáñîëþò-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

γ = {0; 0; 1}, ϱ⃗K = {0; 0;−R0},
1Íåèçâåñòíûå ñóòü xC , yC , ωx, ωy, Fx, Fy. Ñîäåðæàòåëüíûõ óðàâíåíèé ÷åòûðå, ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ

zC = R0, ω̇z = 0 òðèâèàëüíû.
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ñì. (3.7). Ïîýòîìó èç (3.18) ïîëó÷àåì

v⃗C = − (ω × ϱ⃗K) = −R0{ωy;−ωx; 0}, ñëåäîâàòåëüíî ẋC = R0ωy, ẏC = −R0ωx.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

ẍC = R0ω̇y, ÿC = −R0ω̇x.

Èñïîëüçóÿ (3.13) è (3.14), ïîëó÷èì ñèñòåìó
R0µω̇y = Fx, R0µω̇x = −Fy,

ω̇x =
5

2
· Fy

µR0

, ω̇y = −5

2
· Fx

µR0

.

Òîãäà ω̇x = −5
2
ω̇x è, ñëåäîâàòåëüíî, ω̇x = 0. Àíàëîãè÷íî ω̇y = 0. Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîä-

íûé øàð âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = {ω0
x;ω

0
y ;ω

0
z}. Öåíòð

ìàññ äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v⃗C = −R0{ω0
y ;−ω0

x; 0}. Íåòðóäíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî âåêòîðû ω, v⃗C îðòîãîíàëüíû. Îòìåòèì, ÷òî â ñîãëàñíî (3.11), ñèëà F⃗ òð òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ ðàâíà íóëþ, F⃗ òð = 0⃗.

3.3 Äâèæåíèå ïî èäåàëüíî ãëàäêîé ïëîñêîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì èçìåíåíèÿ, êîòîðûå íàäî âíåñòè â îáùóþ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé (3.3) � (3.6) äëÿ ñëó÷àÿ ãëàäêîé ïëîñêîñòè. Êàê è äëÿ øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè, íå èç-
ìåíèòñÿ âèä ïåðâûõ òðåõ óðàâíåíèé îáùåé ñèñòåìû (íàïîìíèì, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå (3.3)
ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê; âòîðîå
óðàâíåíèå (3.4) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ìîìåíòîâ è íå çàâèñèò ÿâíûì îáðàçîì îò õàðàêòåðà
êîíòàêòà òåëà è ïëîñêîñòè; òðåòüå óðàâíåíèå (3.5) îòðàæàåò óñëîâèå òîãî, ÷òî âåêòîð γ⃗ íå
ìåíÿåòñÿ â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò). ×åòâåðòîå óðàâíåíèå(3.6) îòðàæàåò òîò ôàêò,
÷òî òî÷êà êàñàíèÿ òåëà ñ ïëîñêîñòüþ äâèæåòñÿ ïî ïëîñêîñòè Oxy. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ øå-
ðîõîâàòîé ïëîñêîñòè ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ñóùåñòâåííîé êîíêðåòèçàöèè. Äëÿ èäåàëüíî
ãëàäêîé ïëîñêîñòè ê ñèñòåìå (3.3) � (3.6) äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå, îòðàæàþùåå çàâèñèìîñòü
âåëè÷èíû |F⃗ òð| ñèëû F⃗ òð òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ îò âåëè÷èíû N = |N⃗ | íîðìàëüíîé ðåàêöèè
N⃗ . Íàïîìíèì, ÷òî êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü

|F⃗ òð| = kN,

ãäå k > 0 � íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, ñì. ðàâåíñòâî (3.2). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî
ñêîðîñòü v⃗K òî÷êè êàñàíèÿ è ñèëà F⃗ òð òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ êîëëèíåàðíû è êîíòðíàïðàâëå-
íû. Óäîáíî ââåñòè îðò v⃗0, êîòîðûé ñîíàïðàâëåí âåêòîðó v⃗K ,

v⃗K = vK v⃗0,

ãäå vK = |v⃗K |. Òîãäà
F⃗ òð = −kN v⃗0.
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Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ (îáùóþ) ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òâåðäîãî
òåëà ïî ãëàäêîé ïëîñêîñòè:

µ
dv⃗C

dt
|ïîäâ + µ (ω⃗ × v⃗C) = −µgγ⃗ + N⃗ + F⃗ òð (3.19)

JC
dω⃗

dt
|ïîäâ + ω⃗ × (JCω⃗) = ϱ⃗K ×

(
N⃗ + F⃗ òð

)
(3.20)

dγ⃗

dt
|ïîäâ + ω × γ⃗ = 0 (3.21)

γ⃗ · v⃗K = γ⃗ · (v⃗C + ω × ϱ⃗K) = 0 (3.22)

v⃗K = |v⃗K |v⃗0 = vK v⃗0 (3.23)

F⃗ òð = −k|N⃗ |v⃗0 = −kN v⃗0 (3.24)

Äâèæåíèå îäíîðîäíîãî øàðà ïî ãëàäêîé ïëîñêîñòè

Ïðèìåíèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.19) � (3.24) ê ñëó÷àþ äâèæåíèÿ îäíîðîäíîãî øàðà ïî ãëàä-
êîé ïëîñêîñòè. Òàê æå, êàê â ñëó÷àå ñ øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòüþ ìû çàïèøåì ïåðâûå äâà
óðàâíåíèÿ â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ñì. óðàâíåíèÿ (3.11), (3.12)):

µ
dv⃗C

dt
|àáñ = F⃗ òð, J

dω⃗

dt
|àáñ = ϱ⃗K × F⃗ òð.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì â àáñîëþòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàâåíñòâî v⃗K = v⃗C + ω⃗ × ϱ⃗K . Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîð ϱ⃗K íå ìåíÿåòñÿ, ïîëó÷èì

˙⃗vK = ˙⃗vC + ˙⃗ω × ϱ⃗K + ω⃗ × ˙⃗ϱK = ˙⃗vC + ˙⃗ω × ϱ⃗K .

Èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàâåíñòâà (3.11) è (3.12), èìååì

˙⃗vK =
1

µ
· F⃗ òð +

1

J

(
ϱ⃗K × F⃗ òð

)
× ϱ⃗K .

Ïðèìåíèì ê ïîñëåäíåìó ñëàãàåìîìó ôîðìóëó (2.6) "áàö ìèíóñ öàá" :(
ϱ⃗K × F⃗ òð

)
× ϱ⃗K = F⃗ òð · ϱ⃗ 2

K − ϱ⃗K

(
F⃗ òð · ϱ⃗K

)
= F⃗ òðR

2
0.

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî ïîñêîëüêó âåêòîðû F⃗ òð, ϱ⃗K îðòîãîíàëüíû, òî F⃗ òð · ϱ⃗K = 0. Òîãäà

˙⃗vK =
1

µ
· F⃗ òð +

5

2µR2
0

· F⃗ òðR
2
0 =

1

µ
· F⃗ òð +

5

2µ
F⃗ òð =

7

2µ
F⃗ òð.

Ìû ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííîå ðàâåíñòâî

˙⃗vK = 7
2µ
F⃗ òð (3.25)
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ïîêàçûâàþùåå, ÷òî óñêîðåíèå òî÷êè êàñàíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ñèëå òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ.
Ëåâàÿ ÷àñòü, â ñèëó (3.23), ðàâíà

˙⃗vK = v̇K v⃗0 + vK ˙⃗v0.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.25), â ñèëó (3.24), ðàâíà

7

2µ
F⃗ òð = − 7

2µ
kN v⃗0.

Òîãäà

v̇K v⃗0 + vK ˙⃗v0 = − 7

2µ
kN v⃗0. (3.26)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

˙⃗v0 = 0⃗

òàê êàê v⃗0 � îðò, è åñëè ˙⃗v0 ̸= 0⃗, òî âåêòîðû v⃗0, ˙⃗v0 îðòîãîíàëüíû. Òàêèì îáðàçîì, íàïðàâ-
ëåíèå ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ è ñêîðîñòè òî÷êè êàñàíèÿ íå ìåíÿþòñÿ. Ðàâåíñòâî (3.26)
ïðèíèìàåò âèä

˙⃗vK = v̇K v⃗0 = − 7

2µ
kN v⃗0 = − 7

2µ
kµgv⃗0 = −7

2
kgv⃗0,

÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ

v̇K = −7

2
kg.

Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåò

vK(t) = vK(0)− 7
2
kgt, (3.27)

ãäå vK(0) � ñêîðîñòü òî÷êè êàñàíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ìû âèäèì, ÷òî ïîêà
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

vK(0) >
7

2
kgt

òî÷êà êàñàíèÿ ñêîëüçèò ïî ïëîñêîñòè , òàê êàê vK(t) > 0. Ñêîëüæåíèå ïðîèñõî-

äèò äî ìîìåíòà âðåìåíè

t∗ =
2

7
· vK(0)

kg

ßñíî, ÷òî âðåìÿ ñêîëüæåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, åñëè óâåëè÷èâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ñêîëü-
æåíèÿ vK(0) èëè óìåíüøàåòñÿ êîýôôèöèåíò òðåíèÿ k.

Íàéäåì ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå öåíòðà ìàññ. Ïîñêîëüêó íàïðàâëåíèå ñèëû
òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ F⃗ òð è ñêîðîñòè òî÷êè êàñàíèÿ v⃗K íå ìåíÿþòñÿ, òî åñòåñòâåííî ââåñòè
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óãîë α ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox è îðòîì v⃗0, ñî-íàïðàâëåííûì âåêòîðó
v⃗K , v⃗0 = {cosα; sinα}. Ïîñêîëüêó F⃗ òð = −kµgv⃗0, òî

F⃗ òð = {−kµg cosα;−kµg sinα}.

Îòñþäà è óðàâíåíèÿ (3.11) ñëåäóåò

µẍC = Fx = −kµg cosα, µÿC = Fy = −kµg sinα, òî åñòü ẍC = −kg cosα, ÿC = −kg sinα.

Äâàæäû èíòåãðèðóÿ êàæäîå èç ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì

xC(t) = −t2

2
kg cosα+ ẋC(0)t+ xC(0), yC(t) = −t2

2
kg sinα+ ẏC(0)t+ yC(0). (3.28)

Çàäà÷à 3.4 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåêòîðû v⃗0 = {cosα; sinα}, v⃗C(0) = {ẋC(0); ẏC(0)} êîë-
ëèíåàðíû, òî ðàâåíñòâà (3.28) ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà (3.28) ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïàðàáîëû.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ è ñêîðîñòü
òî÷êè êàñàíèÿ íå êîëëèíåàðíû, òî íà ñòàäèè ñêîëüæåíèÿ öåíòð ìàññ äâèæåòñÿ ïî

ïàðàáîëå . Ýòî ïðîèñõîäèò äî ìîìåíòà âðåìåíè t∗.
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Ãëàâà 4

Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ

Â ýòîé ãëàâå äàåòñÿ çíàêîìñòâî ñ êëàññè÷åñêèìè çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà

(ìîìåíòà èìïóëüñà) è ýíåðãèè. Çäåñü òàêæå îáñóæäàþòñÿ ïîíÿòèÿ êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà è äàåò-

ñÿ êðàòêèé îáçîð ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ êîíñåðâàòèâíîé äèíàìèêè äâèæåíèÿ òåë (íüþòîíîâà

ïîòåíöèàëüíàÿ ìåõàíèêà, ëàãðàíæåâà ìåõàíèêà è ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà).

Ìàòåìàòè÷åñêè, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ïåðâûì èíòåãðàëàì óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ. Îáû÷íî, èõ íàçûâàþò èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ . Îíè îòíîñÿòñÿ, êàê ïðàâèëî, ê
èçîëèðîâàííûì ñèñòåìàì, è îáóñëîâëåíû ôóíäàìåíòàëüíûìè ñâîéñòâàìè ïðîñòðàíñòâà è
âðåìåíè (îäíîðîäíîñòü è èçîòðîïíîñòü). Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íåêîòî-
ðûå ñâîéñòâà äâèæåíèé áåç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé. Ïåðâûå èíòåãðàëû âûäåëÿþò â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèé ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùèå èç ðåøåíèé. Êðîìå ýòîãî, âîçìîæíîå
ïîëîæåíèå ðåøåíèé ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.
Âñå ýòîò ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà èëè ïðîñòðàíñòâó
ïîëîæåíèé . Îáû÷íî, êîíôèãóðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîäìíîãîîá-
ðàçèÿ, íà êîòîðûõ èíîãäà óäîáíî ââîäèòü ñâîè âíóòðåííèå (ëîêàëüíûå) êîîðäèíàòû. Ýòî
ïðèâîäèò ê ââåäåíèþ ïîíÿòèÿ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò .

4.1 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåëè÷èíó èëè ìàòåìàòè÷åñêîå âûðàæå-
íèå, êîòîðîå íå ìåíÿåòñÿ âî âðåìÿ äâèæåíèÿ. Ñîõðàíÿåìûå âåëè÷èíû èëè ìàòåìàòè÷åñêèå
âûðàæåíèÿ èíîãäà èãðàþò âàæíóþ ðîëü çà ïðåäåëàìè ìåõàíèêè, è íîñÿò ôóíäàìåíòàëüíûé
õàðàêòåð.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé, åñëè îòñóòñòâóþò âíåøíèå ñèëû.
Ðàâåíñòâî (2.1) äëÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä

dp⃗

dt
= 0.

Îòñþäà

p⃗ = const (4.1)
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Ýòî ðàâåíñòâî âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà: èìïóëüñ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû
íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ ïðîöåññàõ âíóòðè ñèñòåìû . Èç ðàâåíñòâà (2.2) ïîëó÷àåì,
÷òî öåíòð ìàññ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî.

Ïðèìåð 4.1 Îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè ïóëè ñ ïîìîùüþ ìàÿòíèêà.

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûé áàëëèñòè÷åñêèé ìàÿòíèê, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåáîëü-
øîé øàð ìàññîé m1, ïîäâåøåííûé íà äëèííîé íèòè, ñì. ðèñ. 4.1. Ðàçìåðû è ìàòåðèàë øàðà

Ðèñ. 4.1: Ê çàäà÷å 4.1.

òàêîâû, ÷òî ïóëÿ ìàññîé m2, äâèæóùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ v è ïîïàäàþùàÿ â øàð, çàñòðåâàåò
â íåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå ïîïàäàíèÿ ïóëè øàð íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ u.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ïóëè è øàðà, ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé, ïðèìåíèì çàêîí
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (4.1): m2v = (m1 +m2)u. Îòñþäà v = (m1+m2)u

m2
. ♢

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà îáóñëîâëåí îäíîðîäíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà. Ïîä îäíîðîäíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà

ïîíèìàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà äðóã äðóãó.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà

Òàê æå, êàê è çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, çàêîí ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà (òî
åñòü, ìîìåíòà èìïóëüñà) ñïðàâåäëèâ äëÿ èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû (îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë).
Äëÿ òàêèõ ñèñòåì, â ñèëó ðàâåíñòâà (2.5), ìîìåíò âíåøíèõ ñèë M⃗O ðàâåí íóëþ, M⃗O = 0⃗.
Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2.13) ïîëó÷àåì

dL⃗O

dt
= 0⃗.

Îòñþäà

L⃗O = const (4.2)

Ýòî ðàâåíñòâî âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà: êèíåòè÷åñêèé ìî-

ìåíò èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ ïðîöåññàõ âíóòðè ñè-

ñòåìû .

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îáóñëîâëåí èçîòðîïíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà. Ïîä èçîòðîïíîñòüþ

ïðîñòðàíñòâà ïîíèìàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü âñåõ íàïðàâëåíèé â ïðîñòðàíñòâå.
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Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ v⃗. Âåëè÷èíà

T =
1

2
mv2 =

1

2
m(v2x + v2y + v2z),

ãäå v = |v⃗|, íàçûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Åñëè ìåõàíè÷åñêàÿ
ñèñòåìà (â ÷àñòíîñòè, òâåðäîå òåëî) ñîñòîèò èç N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê m1, . . ., mN , äâèæó-
ùèõñÿ ñî ñêîðîñòÿìè v⃗1, . . ., v⃗N ñîîòâåòñòâåííî, òî âåëè÷èíà

T =
1

2

N∑
i=1

miv
2
i ,

ãäå vi = |v⃗i|, íàçûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ñèñòåìû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàõîäèòñÿ â îáëàñòè, ãäå çàäàíî íåêî-

òîðîå ñèëîâîå ïîëå F⃗ = F⃗ (x, y, z). Ïîëå F⃗ = {Fx;Fy;Fz} íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ U(x, y, z) òàêàÿ, ÷òî

Fx = −∂U

∂x
, Fy = −∂U

∂y
, Fz = −∂U

∂z
. (4.3)

Ôóíêöèÿ U(x, y, z) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâàìè (4.3) ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé, è
íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì. Îáû÷íî, âûáèðàþò òî÷êó ïðîñòðàíñòâà (ýòà òî÷êà ìîæåò áûòü
ñèìâîëè÷åñêîé áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé) è ïðèäàþò ôóíêöèè U(x, y, z) íàïåðåä çàäàí-
íîå çíà÷åíèå â ýòîé òî÷êå. Òàêàÿ ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâêîé ïîòåíöèàëà. Íîðìè-
ðîâàííûé ïîòåíöèàë èíîãäà íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé.

Ðàññìîòðèì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó m â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå F⃗ = −grad U . Ñîãëàñíî
âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà,

m
dvx
dt

= Fx = −∂U

∂x
, m

dvy
dt

= Fy = −∂U

∂y
, m

dvz
dt

= Fz = −∂U

∂z
.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì âûðàæåíèå T + U âäîëü òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
(òî åñòü, áóäåò ó÷èòûâàòü ïðèâåäåííûå âûøå ðàâåíñòâà). Èìååì

d

dt
(T + U) =

d

dt

(m
2
(v2x + v2y + v2z) + U

)
= m(vxv̇x + vyv̇y + vzv̇z) +

∂U

∂x
· ẋ+

∂U

∂y
· ẏ + ∂U

∂z
· ż =

= m(vxv̇x + vyv̇y + vzv̇z)−m
dvx
dt

· vx −m
dvy
dt

· vy −m
dvz
dt

· vz ≡ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âåëè÷èíà T + U íå ìåíÿåòñÿ.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Äëÿ

êàæäîé èç íèõ ñïðàâåäëèâû âûøå ïðèâåäåííûå âûêëàäêè. Îòñþäà äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê ïîëó÷àåì, ÷òî

Têèí + Uïîòåí = 1
2

∑N
i=1 miv

2
i +

∑N
i=1 U(xi, yi, zi) = const (4.4)
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Ïåðâàÿ ÷àñòü Têèí = 1
2

∑N
i=1 miv

2
i ñóììû â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.4) ÿâëÿåòñÿ êèíåòè÷å-

ñêîé ýíåðãèåé ñèñòåìû, à âòîðàÿ ÷àñòü Uïîòåí =
∑N

i=1 U(xi, yi, zi) � ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé
ñèñòåìû.

Ñóììà Têèí+Uïîòåí = E êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé íàçûâàåòñÿ ïîëíîé (ìå-
õàíè÷åñêîé) ýíåðãèåé ñèñòåìû. Ðàâåíñòâî (4.4) âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõà-
íè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû: ïðè äâèæåíèè èçîëèðîâàííîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ

òî÷åê ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ .

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè îáóñëîâëåí îäíîðîäíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè.

Ïîä îäíîðîäíîñòüþ âðåìåíè ïîíèìàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ìåæäó ñîáîé.

Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (4.4) âûðàæàåò íå òîëüêî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, íî è çàêîí
åå ïðåâðàùåíèÿ, ïîñêîëüêó îïèñûâàåò âçàèìîïðåâðàùåíèÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèé.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà

Ïóñòü òâåðäîå òåëî âðàùàåòñÿ âîêðóã ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ l, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñî-
íàïðàâëåííûì îðòîì e⃗. Òîãäà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ω⃗ = ωe⃗,
ãäå ω = |ω⃗|. Ïîìåñòèì íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò O íà îñü l. Êàê îáû÷íî, òâåðäîå òåëî
ïðåäñòàâèì â âèäå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê mi, îïðåäåëÿåìûõ ðàäèóñ-âåêòîðàìè r⃗i,
i = 1, . . . , N . Â ñèëó (1.2), v⃗i = ω⃗ × r⃗i. Òîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T = 1

2

∑N
i=1 miv

2
i ðàâíà

T =
1

2

N∑
i=1

mi (ω⃗ × r⃗i)
2 .

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (2.6), ïîëó÷èì

T = 1
2

∑N
i=1 mi

[
ω⃗2r⃗ 2

i − (ω⃗ · r⃗i)
2]. (4.5)

Òàê êàê ω⃗ = ωe⃗, òî

ω⃗2r⃗ 2
i − (ω⃗ · r⃗i)

2 = ω2
[
r⃗ 2
i − (e⃗ · r⃗i)

2] = ω2 ˆ⃗ϱ 2
i , ãäå ˆ⃗ϱ 2

i = r⃗ 2
i − (pre⃗ r⃗i)

2 −

� êâàäðàò ðàññòîÿíèé îò òî÷êè mi äî îñè âðàùåíèÿ l. Ñóììà

Il =
∑N

i=1 mi
ˆ⃗ϱ 2
i (4.6)

íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì èíåðöèè òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî îñè l. Òàêèì îáðàçîì, êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî îñè ðàâíà

T = 1
2
Ilω

2 (4.7)

Çàäà÷à 4.1 Ðåøèòü çàäà÷ó 2.13 ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.
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Çàäà÷à 4.2 Âåðòèêàëüíî ñòîÿùåå áðåâíî âûñîòû h íà÷èíàåò ïàäàòü (áåç íà÷àëüíîãî
òîë÷êà), ñì. ðèñ. 4.2 (a). Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ìàêóøêè áðåâíà â ìîìåíò åå óäàðà î çåì-
ëþ.

Îòâåò: Åñëè áðåâíî îäíîðîäíîå è îäèíàêîâîå ïî òîëùèíå, åãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (â ñòîÿ÷åì ïîëî-
æåíèè) ðàâíà 1

2mgh (ïîêàçàòü!). Â ìîìåíò ïðèçåìëåíèÿ âñÿ ýíåðãèÿ áðåâíà ïðåâðàùàåòñÿ â ýíåðãèþ

âðàùåíèÿ 1
2Iω

2 = I v2

2h2 . Êîãäà h áîëüøîå è áðåâíî íå òîëñòîå, åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðÿìîé
òîíêèé ñòåðæåíü. Òîãäà I = 1

3mh2, è èç ðàâåíñòâà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè
âðàùåíèÿ íàõîäèì, ÷òî v =

√
3gh. Åñëè áðåâíî îòíîñèòåëüíî òîëñòîå, è åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê öèëèíäð, òî I = 1
3mh2 + 1

4mr2 (ïîêàçàòü!) è ñîîòâåòñòâåííî

v =

√
3gh

1 + 3
4
r2

h2

* ×òî áóäåò â òîì ñëó÷àå, êîãäà áðåâíî íóæíî ðàññìàòðèâàòü â âèäå êîíóñà?

Ðèñ. 4.2: (à) Ê çàäà÷å 4.2; (á) ê çàäà÷å 4.4.

Çàäà÷à 4.3 Íåáîëüøàÿ òåëåæêà äâèæåòñÿ áåç òðåíèÿ ïî íàêëîííîìó ïóòè, â íèæíåé
òî÷êè êîòîðîãî óñòàíîâëåíà �ìåðòâàÿ ïåòëÿ� ðàäèóñîì R. Ñ êàêîé âûñîòû H äîëæíà
íà÷àòü äâèæåíèå òåëåæêà, ÷òîáû ïðîéòè ïåòëþ, íå ñîðâàâøèñü? ×òî áóäåò â ñëó÷àå
(à) êîëåñà (îáðó÷à), (á) øàðà, (â) ñôåðû, (ã) öèëèíäðà (äèñêà) ðàäèóñà r ?

Îòâåò: Â âåðõíåé òî÷êè ïåòëè ñèëà ðåàêöèè ðàâíà íóëþ è íà òåëî äåéñòâóåò òîëüêî ñèëà òÿæåñòè mg,

óñêîðåíèå òîãäà áóäåò g = v2/R. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

mgH =
mv2

2
, ò.å. H =

1

2
R

• Äëÿ �êðóãëîãî� òåëà g = v2/(R− r) è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðèíèìàåò âèä

mgH =
mv2

2
+

Iω2

2
, ãäå ω =

v

r

Òîãäà â ñëó÷àå (à) êîëåñà I = mr2 è H = R − r; (á) øàðà I = 2
5mr2 è H = 7

10 (R − r); (â) ñôåðû

I = 2
3mr2 è H = 5

6 (R− r); (ã) öèëèíäðà I = 1
2mr2 è H = 3

4 (R− r).
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Çàäà÷à 4.4 Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íà ìàêóøêå àáñîëþòíî ãëàäêîé ñôåðû ðà-
äèóñîì R, à çàòåì íà÷èíàåò ñêîëüçèòü âíèç ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû ïîä äåéñòâèåì ñèëû
òÿæåñòè. Êàêîå ðàññòîÿíèå îíà ïðîéäåò ïðåæäå ÷åì îòîðâåòñÿ îò ñôåðû? ×òî áóäåò â
ñëó÷àå ñòàëüíîãî øàðèêà èëè øàðèêà îò ïèí-ïîíãà, åñëè ñôåðà øåðîõîâàòàÿ è äâèæåíèå
ïðîèñõîäèò áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ?

Îòâåò: Òåëî ñîðâåòñÿ â òî÷êå ñôåðû îòñòîÿùåé îò âåðøèíû íà óãîë α îò âåðòèêàëè, ãäå cosα = 2
3 .

Ïîäñêàçêà: Â òî÷êå îòðûâà öåíòðîñòðåìèòåëüíàÿ ñèëà Fö ðàâíà mg cosα � ïðîåêöèè ñèëû òÿæåñòè

íà ðàäèóñ.

• Â ñëó÷àå ñòàëüíîãî øàðèêà cosα = 10
17 ; â ñëó÷àå øàðèêà îò ïèí-ïîíãà (ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè) cosα =

6
11 .

4.2 Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî

Ïóñòü ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà (â ÷àñòíîñòè, òâåðäîå òåëî) ñîñòîèò èç N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,
çàäàííûõ ðàäèóñ-âåêòîðàìè r⃗1, . . ., r⃗N ∈ R3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ñèñòåìó íàëîæåíû
îãðàíè÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ âåêòîðû r⃗1, . . ., r⃗N ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó Σ ⊂ R3,

(r⃗1, . . . , r⃗N) ∈ Σ ⊂ R3.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñâÿçåé íåò, òî Σ = R3. Îòìåòèì, ÷òî Σ â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò çàâèñåòü
îò âðåìåíè. ×àñòî ìíîæåñòâî Σ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè

fi (r⃗1, . . . , r⃗N , t) = 0, i = 1, . . . , k.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî íà ñèñòåìó íàëîæåíû ãîëîíîìíûå ñâÿçè. Ìíîæåñòâî Σ íàçûâà-
åòñÿ êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì èëè ïðîñòðàíñòâîì ïîëîæåíèé .

Ïðèìåð 4.2 Ïóñòü ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâè-
æóùåéñÿ ïî ïîâåðõíîñòè S ⊂ R3, çàäàâàåìîé ðàâåíñòâîì f(x, y, z) = 0. Òîãäà ñèñòåìà
èìååò îäíî óðàâíåíèå ãîëîíîìíîé ñâÿçè f(x, y, z) = 0, è êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî
Σ = S.

Ïðèìåð 4.3 Ìàÿòíèê ñîñòîèò èç ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ïîäâåøåííîé íà íåâåñîìîì òâåð-
äîì ñòåðæíå äëèíîé l. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà êîëåáëåòñÿ â ïëîñêîñòè
xOz âîêðóã òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x0; 0; z0). Ãîëîíîìíûå ñâÿçè, íàëîæåííûå íà ñèñòåìó,
çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

(x− x0)
2 + (z − z0)

2 − l2 = 0, y = 0.

Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî Σ � îêðóæíîñòü.

Ïðèìåð 4.4 Òâåðäîå òåëî ñîñòîèò èç áîëüøîãî ÷èñëà N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, îïðå-
äåëÿåìûõ ðàäèóñ-âåêòîðàìè r⃗1, . . ., r⃗N . Óðàâíåíèÿ ñâÿçåé èìåþò âèä |r⃗i − r⃗j| = const,

i, j ∈ {1, . . . , N}. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ãîëîíîìíûå ñâÿçè çàäàþò ñèñòåìó èç N(N−1)
2

óðàâíåíèé. Òîãäà ïðè N ≥ 5 êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ïðåâûñèò 3N � êîëè÷åñòâî ïåðåìåí-
íûõ â ïðîñòðàíñòâå R3N . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè N ≥ 5 óðàâíåíèÿ ñâÿçè çàâèñèìû. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî Σ ⊂ R3N èìååò ðàçìåðíîñòü 6, è Σ ãî-
ìåîìîðôíî (äàæå, äèôôåîìîðôíî) SO(3)× R3.
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Îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è îáîáùåííûå ñêîðîñòè

Åñëè êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì, òî îíî íàçûâàåòñÿ êîí-
ôèãóðàöèîííûì ìíîãîîáðàçèåì. Åãî ðàçìåðíîñòü íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ãî-
ëîíîìíîé ñèñòåìû. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ èìååò îêðåñòíîñòü, íàäå-
ëåííóþ ñèñòåìîé êîîðäèíàò, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíîé, à ñàìè êîîðäèíàòû
� ëîêàëüíûìè. Ïðè ýòîì, åñëè îêðåñòíîñòè ñ ðàçíûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò ïåðåñåêàþòñÿ,
òî ïåðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê äðóãîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äîñòàòî÷íî
ãëàäêèõ ôóíêöèé (ýòà ãëàäêîñòü ôóíêöèé îïðåäåëÿåò ãëàäêîñòü ìíîãîîáðàçèÿ).

Ïóñòü ñèñòåìà èç N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îïðåäåëÿåò k-ìåðíîå êîíôèãóðàöèîííîå ìíî-
ãîîáðàçèå Σ ⊂ RN . Òîãäà ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè èç Σ
ìîæíî ââåñòè ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (q1, . . . , qk) = q⃗ òàêèå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Σ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâàìè 

r⃗1 = r⃗1(q1, . . . , qk, t)
. . . . . . . . . . . .
r⃗N = r⃗N(q1, . . . , qk, t)

Ãîëîíîìíûå ñâÿçè íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè, åñëè Σ íå çàâèñèò îò âðåìåíè t. Â ýòîì
ñëó÷àå r⃗i = r⃗i(q⃗), i = 1, . . . , N . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñâÿçè íàçûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè.

Êîîðäèíàòû (q1, . . . , qk) = q⃗ íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè. Èõ ïðîèçâîäíûå
ïî âðåìåíè (q̇1, . . . , q̇k) = ˙⃗q íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè ñêîðîñòÿìè.

4.3 Îáçîð ìåõàíèê

Â ìåõàíèêå èñòîðè÷åñêè ñôîðìèðîâàëîñü òðè îñíîâíûõ ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ìåõàíè÷åñêèõ
ñèñòåì ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñîãëàñíî ó÷åíûì, êîòîðûå èìåëè íåïî-
ñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê ôîðìèðîâàíèþ äàííûõ ïîäõîäîâ, â ìåõàíèêå ïîÿâèëèñü Íüþòî-
íîâà, Ëàãðàíæåâà è Ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêè. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì êðàòêèå
õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ ìåõàíèê.

Íüþòîíîâà ïîòåíöèàëüíàÿ ìåõàíèêà

èçó÷àåò äâèæåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëüíûõ ñèë â 3-
ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3. Íüþòîíîâà ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà (â ÷àñòíîñòè, òâåð-
äîå òåëî) çàäàåòñÿ ìàññàìè òî÷åê è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
U . Îñíîâíûå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû (òî åñòü, îñíîâíûå ïàðàìåòðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
îïèñûâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà) ñóòü ñëåäóþùèå

p⃗ =
∑

imiv⃗i − èìïóëüñ

L⃗O =
∑

i r⃗i × (miv⃗i) − êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò

E =
∑

i

[
1
2
miv

2
i + U(xi, yi, zi)

]
− ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

mdv⃗
dt

= −grad U (4.8)
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ãäå v⃗ = dr⃗
dt
� ñêîðîñòü, U = U(x, y, z) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Èñïîëüçóÿ îñíîâíûå íàáëþ-

äàåìûå âåëè÷èíû, âòîðîé çàêîí Íüþòîíà (4.8) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé
dp⃗
dt

= = −∂U
∂r⃗

= −grad U

dr⃗
dt

= p⃗
m

(4.9)

Åñëè ïðåäñòàâèòü ïîëíóþ ýíåðãèþ â âèäå

E = p⃗ 2

2m
+ U (4.10)

òî ñèñòåìó (4.9) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå
dp⃗
dt

= −∂E
∂r⃗

dr⃗
dt

= ∂E
∂p⃗

(4.11)

Ëàãðàíæåâà ìåõàíèêà

îïèñûâàåò äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè ïîìîùè êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà
è ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Äëÿ îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè m, ëåæàùåé â ïîòåíöèàëüíîì ñèëî-
âîì ïîëå F⃗ = −grad U ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L ðàâíà

L = 1
2
m ˙⃗r

2
− U(r⃗) (4.12)

Òîãäà
∂L
∂ ˙⃗r

= p⃗,
∂L
∂r⃗

= −∂U

∂r⃗
.

Îòñþäà è (4.9) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ëàãðàíæà

d
dt

(
∂L
∂ ˙⃗r

)
− ∂L

∂r⃗
= 0 (4.13)

Òàêèì îáðàçîì, íüþòîíîâà ïîòåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ëàãðíæåâîé:
êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñóòü åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, à ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ðàâíà
ðàçíîñòè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé.1

1Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàäàåòñÿ íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè êîíôèãóðà-
öèîííîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêà

çàäàåòñÿ ÷åòíîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, íàäåëåííûì ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé
(ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå), è ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî-
äðîáíîå è ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [1],
[3]

Òðàäèöèîííî, ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè îáîçíà÷àþòñÿ
÷åðåç (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) = (q⃗, p⃗), à ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà (ãàìèëüòîíìàí) � ÷åðåç H(q⃗, p⃗).
×èñëî n ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå ñèñòåìà îïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (â êîîðäèíàòíîé ôîðìå)

dqi
dt

= ∂H
∂pi

, i = 1, . . . , n

dpi
dt

= −∂H
∂qi

, i = 1, . . . , n

(4.14)

èëè (â âåêòîðíîé ôîðìå) 
dq⃗
dt

= ∂H
∂p⃗

dp⃗
dt

= −∂H
∂q⃗

(4.15)

Èç (4.11) âûòåêàåò, ÷òî íüþòîíîâà ìåõàíèêà âêëþ÷àåòñÿ â ãàìèëüòîíîâó ìåõàíèêó. Ëàãðàí-
æåâà ìåõàíèêà òàêæå âêëþ÷àåòñÿ â ãàìèëüòîíîâó: ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî åñòü êîíôèãó-
ðîöèîííîå ïðîñòðàíñòâî, à ãàìèëüòîíèàí è ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñâÿçàíû òàê íàçûâàåìûì
ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà, ñì. [1].
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